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RESUMO

Este trabalho faz um estudo introdutdrio a teoria de moédulos, estrutura definida de modo
andlogo a espaco vetorial, sendo o corpo substituido por um anel. O trabalho apresenta uma grande
variedade de exemplos de mddulos, mostrando assim a vasta aplicacao desta estrutura. Faz-se um
aprofundamento no estudo de homomorfismo de médulos com a utiliza¢ao de diagramas. Por fim

define-se modulos livres, comparando propriedades das duas estruturas: espaco vetorial e médulo.

Palavras-chave: Modulos, Médulos Livres.
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Introducao

Em Algebra Linear, uma das estruturas centrais é o espago vetorial, na qual estio definidas
duas operagdes: a adi¢do de vetores e a multiplicacao de vetores por escalares, que sdo elementos
de um corpo. Uma pergunta interessante seria: e quando os escalares ndo pertencem a um corpo
e sim a um anel qualquer, que estrutura teria? Serd que a mesma existe? A resposta para essas
perguntas € afirmativa e tal estrutura chama-se médulos e serd o objeto do nosso estudo. Assim,
esta substituicdo de corpo por anel, que exigimos para ser modulo enfraquece tal estrutura, pois
perdemos vérias propriedades, mas também ganhamos uma riqueza de exemplos que muitos deles

serdo mencionados ao longo deste estudo.

Neste trabalho faremos um estudo introdutdrio sobre mddulos, estrutura definida de modo
andlogo a espaco vetorial, na qual em vez de um corpo, temos um anel como o conjunto de
escalares. A teoria de médulos tem muitas aplicagdes, como no estudo de grupos abelianos, na
topologia algébrica, teoria de representacdo de grupos e anéis, dlgebra homoldgica e também na

dlgebra linear, onde podemos obter resultados cldssicos da mesma usando esta teoria.

Muito da teoria de médulos consiste em estender ao méximo possivel as propriedades dos
espagos vetoriais, mas também temos resultados dos mesmos que em moédulos ndo valem, por
exemplo, em geral, ndo € verdade que todo subconjunto linearmente independente de um médulo
livre possa ser ampliado a uma base. Sendo assim, faremos as devidas comparacgdes quando forem

necessarias.

Este trabalho redne alguns conceitos e resultados de médulos, distribuidos ao longo de cinco
capitulos, no primeiro deles falaremos de grupos, anéis, homomorfismos dos mesmos e espago
vetorial, destacando alguns exemplos que serdo usados mais tarde e principais propriedades, como
por exemplo, o teorema do homomorfismo para grupos e anéis que serd importantissimo para o

capitulo posterior.



Ja no segundo capitulo, definiremos modulos, submdédulos, médulos quocientes, mostrando
alguns exemplos e principais resultados. No terceiro capitulo trataremos de homomorfismos de
modulos, sequéncias exatas e diagramas comutativos, mostrando alguns exemplos e propriedades,
onde destacamos o teorema do homomorfismo para médulos, que serd bastante usado nos demais

capitulos e também o primeiro e o segundo teorema do isomorfismo.

No quarto capitulo, definiremos produto direto, somas direta externa e interna de mddulos
e projecdo, destacando a propriedade universal para produto direto e soma direta externa e que

relacdo existe entre essas somas.

E por fim, no ultimo capitulo, faremos um estudo de mddulos livres, que sdo aqueles que
possuem uma base e fazemos um estudo comparativo das propriedades de espacos vetoriais e de

modulos.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo veremos alguns resultados importantes de grupos, anéis e espaco vetorial, tais
como defini¢des, exemplos e as principais propriedades dos mesmos, 0s quais sdo bases para os

capitulos posteriores.

1.1 Grupos

Definicao 1.1. Seja G um conjunto ndo vazio e x uma operagdo interna em G, dizemos que o par
(G, %) é um grupo se verifica as seguintes propriedades:

(1) A operagdo * é associativa, ou seja, quaisquer que sejam a, b, c € G, temos
(axb)xc=ax(bxc)

(17) Existe um elemento e € (G, chamado elemento neutro de G, tal que para todo a € G, temos
axe=exa=a

(1ii) Para todo a € G, existe um elemento a' € G, chamado o elemento simétrico de a, tal que
axd =ad xa=e

Se, além disso, para todo a,b € G tivermos a seguinte propriedade

axb=bxa

Entdo, (G, ) recebe o nome de grupo comutativo ou abeliano.



Proposicao 1.1. Seja (G, *) um grupo, entdo temos:
(1) 0 elemento neutro de G € tinico;

(1) o elemento simétrico de G é vinico;
(i1i) para todo a € G, (d') = a;
(i
(

iv) para todos (a x b) = b * d’;

v) para quaisquer a, b, c € G temos:
Seaxb=axc(oubxa=cx*a), entdob=c.
Exemplo 1.1. O par (Z, +) é um grupo abeliano, chamado o grupo aditivo dos inteiros.
Exemplo 1.2. O par (R*, ) é um grupo abeliano, chamado o grupo multiplicativo dos reais.

Exemplo 1.3. O par (M,,,,(R), +), onde que M, ,,(R) € o conjunto das matrizes m x n com

elementos reais, ¢ um grupo abeliano.

Observacao 1.1. Para simplificar a notagdo indicaremos o grupo (G, *) apenas pelo conjunto G.

1.1.1 Subgrupos

Definicao 1.2. Um subconjunto ndo vazio H de um grupo G é chamado um subgrupo de G, se H

é um grupo, com a mesma operagdo que define G como grupo.

Proposicao 1.2. Um subconjunto H de um grupo G é um subgrupo de G, se e somente se, verifica-
se as seguintes condigoes:

(1) H é ndo vazio;

(17) para todos hy, hy € H, tem-se hy x hy € H;

(7ii) para todo h € H, temos que h' € H.

Exemplo 1.4. Se G é um grupo, entéo {e} e G sdo subgrupos, chamados os subgrupos triviais de

G.

Exemplo 1.5. Para todo inteiro n, o conjunto nZ = {nk | k € Z} é um subgrupo de (Z,+). E

mostra-se que todo subgrupo de (Z, +) é da forma nZ, para algum inteiro positivo n.



1.1.2 Poténcia no grupo

Seja (G, x) um grupo com elemento neutro e. Definimos as poténcias de expoente inteiro de

um elemento a de GG da seguinte forma:

al = e
a® = a"l-a, n=1,2,
a = (aH", n=1,2,

Proposicao 1.3. Sejam (G,*) um grupo e a um elemento de G. Entdo (a™)" = a™", para

quaisquer inteiros m e n.

1.1.3 Classes laterais

Sejam G um grupo e H um subgrupo de Gz, definamos em G a seguinte relagido

r~ys ' xye H (1.1)

a qual é uma relacdo de equivaléncia.

Dado z € G, entdo a classe de equivaléncia determinada por x € o conjunto

xH ={xzh|he H}

que chamaremos de classe lateral a esquerda, médulo H, determinada por x.

O conjunto de todas as classes laterais a esquerda, médulo H é chamado conjunto quociente
denotado por G/ H, isto &,
G/H ={zH |z € G}.

O conjunto das classes laterais a esquerda, médulo H, determina uma parti¢do em G, ou seja,
(a) Se x € G, entdo xH # (),
(b) Se z,y € G,entdo tH = yH ouxH NyH = 0;

(¢) A unido de todas as classes laterais a esquerda € igual a G, isto é,

UxH:G.

zeG



Definindo uma relac@o andloga a (1.1), define-se classe lateral a direita, médulo H. Todas as
propriedades vélidas para as classes laterais a esquerda, valem também para as classes laterais a

direita.

No caso do grupo aditivo (G, +) denotaremos a classe tH porx + H = {x +h | h € H}.

1.1.4 Grupo Quociente

Proposicao 1.4. Seja H um subgrupo de um grupo G. As seguintes condicdes sdo equivalentes:
(1) Para todo g € G, temos ¢ Hg C H;

(17) Para todo g € G, temos ¢ Hg = H,;

(7i1) Para todo g € G, temos gH = Hg.

Definicao 1.3. Um subgrupo H de um grupo G é chamado um subgrupo normal de G se ele

satisfaz a uma (e portanto todas) das condigoes da Proposi¢cdo

Escreveremos H <1 (G, para dizer que H € um subgrupo normal de G.
Exemplo 1.6. Para qualquer grupo G, os subgrupos triviais {e} e G sdo normais.
Exemplo 1.7. Se (G € abeliano, entdo todo subgrupo de GG é normal.

Proposicao 1.5. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. Entdo o conjunto quociente

G/H = {zH | x € G} com a operacdo definida por
xH xyH = (zy)H
é um grupo.

Definicao 1.4. O grupo (G/H,*) obtido na Proposi¢do |1.5|é chamado o grupo quociente de G
por H, denotado por G/H ou %

1.1.5 Homomorfismo de Grupos

Definicio 1.5. Sejam (G, x*) e (J,-) dois grupos. Uma fungédo [ : G — J é um homomorfismo

de grupos se para quaisquer z,y € G temos

flxxy) = f(z)- fy)

4



Os homomorfismos podem apresentar outras propriedades, por serem fun¢des, dai recebem

nomes especiais, tais como:

Definicao 1.6. Um homomorfismo f : G — J é dito um:
(1) monomorfismo se f é uma funcdo injetora;
(1) epimorfismo se f é uma fungdo sobrejetora;

(i) isomorfismo se f é uma fungdo bijetora.

Definicao 1.7. Dois grupos G e J sdo ditos isomorfos se existe um isomorfismo entre eles. Neste

caso escrevemos G ~ J.

Os homomorfismos f : G — G sdo chamados de endomorfismos. Se f : G — G € um

isomorfismo, entdo f € chamado de automorfismo.

1.1.6 Nucleo e Imagem de um homomorfismo

Definicio 1.8. Sejam (G, *) e (J,-) dois grupos com elementos neutros e, e ey respectivamente e
f G — J um homomorfismo de grupos. Entdo:
(i) O conjunto {x € G | f(x) = ea} € chamado o niicleo de f e denotaremos por ker(f);

(1) O conjunto {f(x) | x € G} é chamado a imagem de f e denotaremos por Im(f).

Exemplo 1.8. Sejam (G, ) e (., -) dois grupos. A aplicagdo f : G — J definida por

f(z) = ey, para todo x € G é um homomorfismo de grupos, chamado homomorfismo trivial.

Exemplo 1.9. Seja G um grupo arbitrdrio. A fun¢io Idg : G — G definida por Idg(z) = =,

para todo z € G € um automorfismo de grupos.

1.1.7 Propriedades do Homomorfismo de Grupos

Proposicao 1.6. Sejam (G, x*) e (J,-) dois grupos com e o elemento neutro de G, ey o elemento
neutrode J e f : G — J um homomorfismo de grupos. Entdo temos:

(i) f(er) = ea;

(17) Para todo x € G, tem-se f(z') = [f(x)]';

(1ii) O niicleo de [ é um subgrupo de G e a Im(f) é um subgrupo de J;

(

iv) f é monomorfismo < ker(f) = {e1}.



Teorema 1.1. (Teorema do Homomorfismo para Grupos): Sejam G e J grupos. Se f : G — J

€ um homomorfismo de grupos, entdo
G/ker(f) ~Im(f).
Em particular, se f é epimorfismo, entdo

G/ker(f) ~ J.

1.2 Anéis

Definicdo 1.9. O ferno (A,+,-) onde A é um conjunto ndo vazio munido de duas operagdes
internas, chamadas Adi¢ao (+) e Multiplicacdo (-) é chamado anel se satisfaz as seguintes pro-
priedades:

(P1) a adi¢do é associativa, ou seja, para todos a,b,c € A
(a+b)+c=a+(b+c)

(P,) existe um elemento 0 € A, chamado elemento neutro da adi¢do, tal que para todo a € A,
temos

a+0=0+a=a

(Ps) para todo a € G, existe um elemento (—a) € G, chamado o inverso aditivo de a, tal que

(Py) a adi¢do é comutativa, ou seja, para todos a,b € A, temos
a+b=b+a
(Ps) a multiplicacdo é associativa, ou seja, para todos a,b,c € A, temos
(a-b)-c=a-(b-2)

(Ps) a multiplicacdo é distributiva, a esquerda e a direita, com relagdo a adi¢do, ou seja, para

todos a,b,c € A, temos

a-(b+c)=a-b+a-c e (b+c)-a=b-a+c-a



Observacio 1.2. Se (A, +,-) é um anel, entdo o par (A, +) é um grupo abeliano, assim todas as

propriedades vistas para grupos valem também para anéis.

Dizemos que um anel (A, +, -) é:

(1) comutativo, se a multiplicacdo é comutativa, ou seja, para todos a,b € A, temos
a-b=b-a

(17) com elemento unidade, se existe 1 € A, com 1 # 0, tal que para todo a, tem-se

(1ii) sem divisores de zero, se o produto de quaisquer dois elementos ndo nulos de A é um ele-

mento nao nulo, ou seja, para todos a, b € A, temos
Se a-b=0, entaio a =0 ou b =0

Definicao 1.10. Um anel comutativo, com elemento unidade e sem divisores de zero é chamado

um dominio de integridade.

Definicdo 1.11. O anel (A, +, ) é chamado um anel de diviséo se é um anel com elemento unidade

e paratodo 0 # a € A existe um b € A, tal que

a-b=b-a=1
Definicao 1.12. O anel (A, +, ) é chamado um corpo se é um anel de divisdo comutativo.
Observacao 1.3. Para simplificar a nota¢ao indicaremos o anel (A, +, ) apenas pelo conjunto A.
Exemplo 1.10. Os anéis nimericos Z, Q, R e C sdo anéis de integridade.

Exemplo 1.11. Seja (G, +) um grupo abeliano. Indicaremos por £nd(G) o conjunto de todos os
endomorfismos de G. Neste conjunto podemos introduzir uma estrutura de anel definindo soma e

produto de dois endomorfismos f, g € End(G) por:

o (f+9)(x)=f(z)+g(x) Veed

e (fg)(x) = f(g(x)) Vzed

Vamos mostrar que End(G) é um anel com unidade. Sejam f, g, h € End(G).

7



(1) (f+g)+h=Ff+(g+h).
De fato,Vz € G

[(f +9) +h](x) = (f+9)()+h(z) - definigdo de soma
= (f(z)+g(z)) + h(z) - definigdo de soma
— f(x)+ (9(z) + h(z)) - associatividade de G
= f(z)+ (g +h)(x) - definigio de soma
= [f+(g+h)](x) - defini¢do de soma

(@) f+rg=g+f
De fato,Vz € GG

(f+9)(x) = flx)+g(x) - defini¢do de soma
= g(x)+ f(z) - comutatividade em G
= (g+ f)(x) - defini¢do de soma

(i73) A fungdonula O : G — G definida por O(x) = 0, V x € G é tal que
f+0=0+f=f VfeEndQqQ)

De fato,Vz € G

(f+0)x) = f(z)+0(x) - defini¢do de soma
= f(x)+0 - defini¢do da O(x) =0
= f(x) - elemento neutro de G

Como vale a comutatividade, temos f + O = O + f = f.
(iv) Dada f € End(G), a fungdo g : G — G definida por g(x) = — f(z) é tal que
f+g9=9+f=0 V[feEndG)

De fato,Vz € G

(f+9)(x) = f(x)+gx) - defini¢do de soma
= f(2)+ (—f(@)) - definigdo da g(x) = — f(x)
= 0 - elemento simétrico de GG



Como vale a comutatividade, temos f +g =g+ f = 0.

Segue, portanto que (End(G), +) é grupo abeliano. Além disso,
(v) (fg)h = f(gh)
De fato,Vz € GG
[(fo)h](z) = (fg)(h(x)) - defini¢do de multiplicagdo
= f(g(h(x))) - defini¢do de multiplica¢do
[f(gh)](z) = f[f(gh(x)) - defini¢do de multiplicagdo
= f(g(h(x))) - definicdo de multiplicagdo
Dai, (fg)h = f(gh).

(vi) f(g+h)=fg+ fhe(g+h)f=gf+hf.
De fato,Vz € G

[flg+R)(@) = fllg+h) ()] _ definicdo de multiplicagio
= f(g(z) + h(x)) _ definigio de soma
= fl(g(x)) + f(h(x)) - pois g(z), h(z) € G e f é um homomorfismo
= (f9)(@) + (fh)(x) - defini¢do de multiplicacdo
e
[(g+R)Hl@) = (9+h)(f(z)) - defini¢do de multiplicacio
= g(f(x) + h(f(x)) _ definigdo de soma
= (gf)(@) + (hf)(x) - defini¢éio de multiplicacdo

(vii) A fungdo I, : G — G definida por I;(z) =z, V& € G é tal que
fli=I;-f=f YfeEndG)

De fato,Vz € G

If - L)(z) = f(li(x)) - defini¢do de multiplicacio
= f(x) - definigdio de I,(z) = x

I fl(z) = Li(f(x)) - defini¢do de multiplicagio
= f(x) - definigo de Iy(z) = «

Segue entdo que o End(G) € um anel com unidade, chamado o anel do endomorfismo de G.
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1.2.1 Subanéis

Definicio 1.13. Dizemos que um subconjunto ndo vazio B de um anel (A, +,-) é um subanel de

A, se (B,+, ) é também um anel, com relagcdo as mesmas operacoes que definem A como anel.

Proposicao 1.7. Um subconjunto ndo vazio B de um anel A é subanel de A se, e somente se, as
seguintes condi¢coes sdo satisfeitas:

(1)0e B

(1) Para todos v,y € B, temos v —y € B

(1) Para todos x,y € B, temos v -y € B

Exemplo 1.12. Dado um anel A o conjunto Z(A) = {r € A|z-y=y- -z, Vy € A} éum

subanel de A, onde Z(A) é chamado o centro de A.

1.2.2 Ideais

Definicao 1.14. Sejam A um anel e I um subanel de A. Dizemos que I é um ideal a esquerda de

A se para quaisquer x € I e a € A, temos ax € 1.

De modo andlogo define-se ideal a direita.

Definicao 1.15. Um ideal I chama-se bilateral de A se I é simultaneamente um ideal a esquerda

e a direita de A.

Sejam A um anel comutativo e com elemento unidade, x1, x», . . ., x,, elementos de A.
O conjunto
{a121 + agwy + -+ + apzy | 1,09, ,a, € A}
€ um ideal de A contendo x1, xs, .. ., T,, chamado ideal gerado por x1, xs, ..., x, e denotado

por Azy + Axg + -+ - + Az,. Quandon = 1, Axy; = {az, | a € A} é chamado ideal principal

gerado por ;.
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1.2.3 Anéis Quocientes

Dados um anel (A, +, -) e um ideal / de A, temos que (I, +) é um subgrupo normal do grupo

abeliano (A, +), logo o conjunto quociente
A/l ={a+1]ac A}
com a adicdo definida por
+: AT x AT — A/l
(z+Ly+I)— (x+y)+1
€ um grupo abeliano.

Damos ao grupo quociente (A/I,+) uma estrutura de anel definindo a multiplicacdo da

seguinte forma

AT X AJT — AJI

(e+Ly+1) — (x-y)+ 1.

No que segue, denotaremos a classe a + [ € A/I por a.

1.2.4 Homomorfismo de Anéis

Definicao 1.16. Sejam A e B anéis. Uma funcdo f : A — B é um homomorfismo de anéis se

para quaisquer x,y € G temos:
(i) f(z+y) = f(x) + fy):
(i) f(z-y) = f(x) - f(y).
Como no caso de homomorfismo de grupo, f : A — B é dito monomorfismo, epimorfismo

ou isomorfismo ser for, respectivamente injetora, sobrejetora e bijetora.

Definicao 1.17. Dois anéis A e B sdo ditos isomorfos se existe um isomorfismo entre eles e

escrevemos A ~ B.

Os homomorfismos f : A — A sdo chamados de endomorfismos. Se f : A — A é um

isomorfismo, entdo f é chamado de automorfismo.
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1.2.5 Nicleo e Imagem de um homomorfismo

Definicao 1.18. Sejam A e B anéis e f : A — B um homomorfismo de anéis. Entdo:
(i) O conjunto {x € A| f(x) = 0p} é chamado o niicleo de f e denotaremos por ker(f);

(77) O conjunto { f(x) | x € A} é chamado a imagem de f e denotaremos por Im(f).

Teorema 1.2. (Teorema do Homomorfismo para Anéis): Sejam A e B anéis. Se f : A — B é

um homomorfismo de anéis, entdo
Alker(f) ~ Im(f).

E se f é epimorfismo, entdo

Alker(f) ~ B.

1.3 Espacos Vetoriais

Nesta secdo veremos a definicdo de espago vetorial e algumas propriedades do mesmo, os

quais serdo bases para o ultimo capitulo.

Definicao 1.19. Um conjunto ndo vazio V' é um espago vetorial sobre um corpo K se em seus
elementos, denominados vetores, estiverem definidas as duas seguintes operacoes:

A) Cada par u,v € V, temos u + v € V, chamado de soma de u e v, de modo que:

Ay) para todos u,v,w € V, (u+v) +w =u—+ (v+w) (propriedade associativa).

Ay
As

(
(A1)
(As) para todos u,v € V, u+v = v +u (propriedade comutativa).

(As3) existe um vetor 0 € V, chamado vetor nulo, tal que 0 + v = v, para todov € V.

(A4) para todo v € V, existe um vetor —v € V, chamado oposto de v, tal que v + (—v) = 0.
(M) A cada par o € K e v € V, corresponde um vetor av € V, chamado produto por escalar
de o por v, de modo que:

(M) para todos o, f € K ev € V, (af)v = a(pv).

(Ms3) para todos o € K e u,v € V, a(u +v) = au + av.

(My) para todos o, f € Vev €V, (a+ B)v = av + fo.
(Ms)

M) existe um vetor 1 € K, chamado elemento unidade de K, tal que 1v = v, para todov € V.

Definicao 1.20. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto ndo vazio W de

V' é um subespaco de V' se W é também um espago vetorial considerando as mesmas operagoes

definidas em V.
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Definicao 1.21. Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K. Diz-se que um vetor uw € V é uma
combinagdo linear dos vetores vy,vs,...,v, € V se existem escalares oy, s, ..., o, € K, tais
que

U = a1V + Qg + ... + a,vU,.

Dado um subconjunto ndo vazio S de um espago vetorial V', denotamos por (S) o conjunto de

todas as combinagdes lineares finitas de elementos de S. Assim,
(S) ={a1u; + agug + ... + ayu, | n € N g, ..., € K uy,ug, ..., u, €S}

Definicao 1.22. Seja S um subconjunto ndo vazio de um espago vetorial sobre um corpo K. O

conjunto (S) é chamado subespaco de V gerado por S.

Definicio 1.23. Seja S um subconjunto de um espago vetorial V. Se (S) =V, diz-se que S é um

conjunto gerador de V (ou que S gera V).

Definicao 1.24. Diz-se que um espago vetorial V' sobre um corpo K ¢é finitamente gerado se ele

possui um conjunto gerador finito.

Definicao 1.25. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto S de V é dito
linearmente dependente (ou l.d.) se existem vetores distintos uy,us,...,u, € S e escalares

a1, Qa, ..., o, em K, estes nem todos nulos, tais que
iUy + g + ...+ anu, = 0.
Um conjunto que ndo é linearmente dependente é dito linearmente independente (ou L.i).

Definicao 1.26. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K. Dizemos que um subconjunto
B C V éuma base de'V se:
(i) B é um gerador de V, isto é, (B) = V;

(17) B é um conjunto linearmente independente.

1.3.1 Propriedades de Espaco Vetorial

Proposicao 1.8. Sejam V' um espago vetorial. Um subconjunto S = {uy, us, ..., u,} de vetores
ndo nulos de V é linearmente dependente se, e somente se, um dos vetores de S é combinacdo

linear dos precedentes.
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Proposicao 1.9. Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita n. Entdo todo gerador S de V'

contém uma base de V.

Proposicao 1.10. Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado. Todo subconjunto ndo vazio de

V' linearmente independente é parte de uma base de V.

Proposicao 1.11. Seja W um subespagco de um espago vetorial V' de dimensdo finita. Entdo

dimW < dimV e se dimW = dimV, entago W = V.

Proposicao 1.12. Todo espaco vetorial finitamente gerado tem uma base.
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Capitulo 2

Modulo

Neste capitulo definiremos médulos que é uma importante generalizagdo de espago vetorial,
no qual o corpo € substituido por um anel, também trabalharemos as defini¢des de submoddulos e

modulos quocientes, apresentando varios exemplos dos mesmos.

Definicao 2.1. Seja A um anel ndo necessariamente comutativo. Um grupo abeliano (M, +)

dotado de uma multiplicacdo por escalar

Ax M —M

(a,m) — am

é dito um A-médulo a esquerda se satisfaz os seguintes axiomas, para quaisquer ai,as € A e
mi, Mo € M:

(7) a1(agmy) = (ara2)mi;

(#4) ar1(m1 + mg) = axmy + army;

(’LZZ) (Cll + a2>m1 = ay1mq + asmy.

Observacao 2.1. De forma andloga definimos A-mddulo a direita, considerando a multiplicagao

a direita por elementos do anel.

Se A é um anel com elemento unidade 1 e

Im=m, YVmeM

entdo M € dito um A-mddulo unitdrio.
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Em nosso estudo, tomaremos sempre modulos a esquerda sobre anéis com unidade. E quando

nao houver perigo de confusdo, usaremos simplesmente a expressao A-mddulo.

Exemplo 2.1. Seja M = {0}. Definamos as operacoes
(i1)04+0=0

(i1) a0 =0, Va € A

M ¢é chamado o A-mdédulo nulo denotado por 0.

Exemplo 2.2. Todo espaco vetorial sobre um corpo K é um K-modulo.

De fato, como um corpo € um anel com unidade, entdo a defini¢ao de espago vetorial coincide

com a de modulo.

Exemplo 2.3. Todo grupo abeliano (G, +) pode ser considerado como um médulo sobre o anel

Z, dos nimeros inteiros, definindo uma multiplicagdo por escalar da seguinte forma:
L xG— (G

(n,a) —n-a=a"
Com a" definido como na Seg¢ao[I.1.2]do Capitulo 1.

De fato, para quaisquer nq,no € Z € a1, as € GG, tem-se

(Z) nl(ngal) = (nlng)al.

ni(ngay) = mny(a™) - defini¢do de multiplicacéo por escalar de G
= (a™)™ - defini¢@o de multiplicacgdo por escalar de G
= "™ - propriedade de poténcia
= a""™ - pois Z é comutativo
= (ning)a - defini¢@o de multiplicagdo por escalar de G

(Zl) nl(al + ag) = nia; + nias.

ni(ay +az) = (a3 + ax)™ - definicdo de multiplicac@o por escalar de G
= ay' +ay' - associando e comutando os elementos de G
= nypa; + niag - defini¢do de multiplicacdo por escalar de G
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(ZlZ) (n1 + ng)al = Nn1a1 + Noay.

(n1+ng)a; = al™™ - defini¢do de multiplicacdo por escalar de G
= a* +ay? - agrupando os termos GG
= nia; + nNoay - defini¢do de multiplicacdo por escalar de GG
(1) 1za1 = ay.
lza, = a; - defini¢do de multiplicacdo por escalar de G

Segue de (7), (i1), (7i7) e (iv) que G é um Z-mddulo unitério.

Exemplo 2.4. Seja  um ideal a esquerda de um anel A. Entdo / admite uma estrutura de A-
moédulo com a soma induzida pela soma de A e a multiplicag@o por escalar definida pela multipli-

cacdo de A.

(I,+) é um grupo abeliano, por I ser um subanel de A. Além disso, para quaisquer a;, as € A

ex,y € I,como I C Aseguequex,y € Ae sabendo que A € anel tem-se

(1) a1 (agx) = (araq)x - associatividade da multiplicagdo em A
(it) s (z +y) = a1z + ary - distributividade em A

(17i) (a1 + ag)x = a1z + asx - distributividade em A

() lgx ==z - unidade de A

Portanto, segue de (1), (i7), (¢ii) e (iv) que I é um A-mddulo.

Em particular do Exemplo [2.4] todo anel pode ser considerado como um médulo sobre si
mesmo. Escrevemos 4 A quando estivermos considerando A como médulo sobre si mesmo e

apenas A, como anel.

Exemplo 2.5. Damos a um grupo abeliano (G, +) uma estrutura de End(G)-mdédulo, associando

acada par (f,z) € End(G) x G — G o elemento fx = f(x) € G.

Ja mostramos que (End(G),+) é um grupo abeliano e para quaisquer f,g € End(G) e

x,y € G, temos
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flgz) = f(g9(2)) - defini¢do de multiplicagdo por escalar
= (f9)(x) - defini¢dio de multiplicagdo em (End(G))
= (fg)x - defini¢do de multiplicacdo por escalar

fle+y) = flx)+ fy) - pois f € um homomorfismo

= fx+fy - defini¢do de multiplicacdo por escalar

(¢) (f+9)x = fr+gx

(f+g9)x = (f+9)(x) - defini¢ao de multiplicagdo por escalar
= f(z)+g(x) - defini¢do de soma em (End(G))
= fr+gx - defini¢do de multiplicacdo por escalar

De fato,Vz € G

Lix = Ii(z) - defini¢do de multiplicacdo por escalar

= x - definigdo de I4(x) =«
Portanto, G é um End(G)-médulo unitdrio.

Exemplo 2.6. Seja A um anel e X um conjunto qualquer. Indicaremos por A% o conjunto de
todas as func¢des de dominio X a valores em A. AX admite uma estrutura de A-mdédulo, definindo
a soma de fungdes, como no exemplo anterior e a multiplicacdo a esquerda por elementos de A

que associa a cada par (a, f) € A x AX afungdo a - f € AX definida por:

(af)(z) =af(x), VaeX.

De fato, (A%, +) € um grupo abeliano, conforme jd mostrado no Exemplo Vamos mostrar

as propriedades da multiplicacdo por escalar. Sejam a;,a, € Ae f, g € AX.
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(1) ai(azf) = (ara2)f.
De fato,Vz € X

[a1(asf)](x) = ai(asf)(z) - defini¢do de multiplicagdo por escalar
= ai(azf(z)) - defini¢ao de multiplicagdo por escalar
= (aa2)f(x) - associatividade em A, pois f(z) € A
= [(a1a9)f](x) - defini¢do de multiplicagéo por escalar

(1) ai(f +g) = arf + arg.
De fato,Vz € X

a1 (f+9)l(x) = ai(f+g)(x) - defini¢do de multiplicagdo por escalar
= a[f(x)+ g(x)] - defini¢do de soma
= a1 f(z)+ag(z) - distributividade em A, pois f(x),g(z) € A
= (arf)(z) + (a19)(x) - defini¢do de multiplicagdo por escalar
= (arf + a19)(z) - defini¢do de soma

(ZZZ) (Cll + ag)f = alf + agf.
De fato, V2 € X

(a1 + a2)f](z) = (a1 +a2)f(x) - defini¢do de multiplica¢do por escalar
= a1 f(z) + asf(x) - distributividade em A, pois aq, as, f(x) € A
= (arf)x + (azf)x - defini¢do de multiplicac@o por escalar
= (a1f +asf)(x) - defini¢do de soma

(M)) 1Af = f
De fato, Vo € X
(1af)(x) = 1af(z) - defini¢do de multiplicag@o por escalar
= f(x) - elemento unidade, pois f(z) € A

Segue de (i), (i4), (ii1) e (iv) que AX é um A-médulo unitério.
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Exemplo 2.7. Seja M um A-médulo, I um ideal bilateral de A e A/ o anel quociente.

Definamos uma multiplicagdo a esquerda de A/, como segue
Al x M — M

(@,m) — am = am.

Para que esta operacdo esteja bem definida é necessario que para quaisquer a, b € A e qualquer

m € M, sea = b, entdo
am = bm = am = bm = (a —b)m = 0.
Em particular, tomando b = 0, temos que am = 0,V a € A,V m € M. Assim o conjunto

IM :={am|a€l,me M} ={0}.

Claramente vé-se que esta condicdo é também suficiente para que a operacdo nao dependa do

representante escolhido para a classe.

Além disso, para todo @y, a; € A/I e my,my € M temos

() ai(agm) = (@az)m.

De fato,

ai(aamy) = aj(agmy) - defini¢do de multiplicagdo por escalar
= ai(agmy) - defini¢do de multiplicagdo por escalar
= (a1a)my - pois M é um A-mddulo
= (araz)my - defini¢do de multiplicagdo por escalar

(17) ai(my + mg) = aymy + arms.

De fato,

ai(my +ms) = ai(mg + my) - defini¢do de multiplicac@o por escalar
= aymq +ams - pois M € um A-médulo
= aymj + ayme - defini¢@o de multiplicacdo por escalar
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(13i) (@1 + az)my = aymq + azmy.

De fato,

(@1 +az)m; = (a1 +az)my - defini¢do de soma de classes
= (a1 + az)my - defini¢do de multiplicacao por escalar
= aymq + asmy - pois M é um A-mdédulo
= aymy + agmy - definicdo de multiplicacao por escalar

(iv) Tamq = my.
De fato,
Tamy = lamy - defini¢do de multiplica¢do por escalar
= my - pois M € um A-mddulo

Portanto, segue de (), (i7), (¢ii) e (iv) que M é um A/I-médulo unitério.

Exemplo 2.8. Dado um grupo abeliano GG e um inteiro m, o grupo G admite uma estrutura de

Z.,-modulo se, e somente se, para todo g € G tem-se que mg = 0.

De fato, se o grupo GG admite uma estrutura Z,,-mdédulo, entdo para todo g € G tem-se que
mg = 0. Suponhamos que GG admita uma estrutura Z,,-médulo, sabemos que Z,, ~ Z/mZ,
assim G tem uma estrutura de Z/mZ-médulo, usando o Exemplo concluimos que
mZG = {0}, onde

mZG ={ng|nemZ e g€ G}

e a multiplicacdo de elementos de mZG' é definida como no Exemplo

Assim, m € mZ, pois m = ml, considere ¢ € G. Logo, mg € mZG, dai segue que
mg =0 Vg e G, pois mZG = {0}.

Agorase V g € G tem-se que mg = 0, entdo G é um Z,,-mddulo.
De fato, se mg = 0 Vg € G, entdo pelo Exemplo [2.7] a operagio
Z/mZ x G — G

(@ g) — ag
estd bem definida. Sendo assim, verificaremos se G' é um Z/mZ-mdédulo, para isto usaremos a
definicdo de multiplicagdo do Exemplo Com efeito, pelo Exemplo segue que G é um

Z-moédulo.
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2.1 Submodulos

Definicao 2.2. Dizemos que um subconjunto ndo vazio N de um A-médulo M é um A-submodulo
ou um submodulo de M, se as seguintes condi¢oes sdo satisfeitas:
(i) (N, +) é um subgrupo aditivo de (M, +);

(1) Para todo a € A e todon € N, tem-se que an € N.

Proposicao 2.1. Um subconjunto ndo vazio N de um A-moédulo M é um submodulo se, e somente
se, as seguintes condicdes sdo satisfeitas:
(1) Para todos ny,ny € N, tem-se ny +mns € N;

(17) Para todos a € Aen € N, tem-se an € N.

Demonstracao:

(=) Supondo N submédulo, as condi¢des (7) e (i7) sdo verificadas, pois N é um A-médulo.
(«<=) Se as condigdes (i) e (i7) sdo satisfeitas, entdo N € um submddulo.

A condi¢@o (i) ja mostra que N é fechado em relagcdo a multiplicagdo por escalar. Resta
mostrarmos que /N € um subgrupo aditivo de M. De fato,
(i) 0 € N, pois 0 = On € N, pelo item (ii).
(i) Para todos ny,ny € N tem-se ny + ny € N, pelo item (7).
(7i7) Para todo n € N, o simétrico —n € N.

Com efeito, para todo n € N, temos que

—n = (—1)n=—(1n) € N por (ii).

Portanto, segue que N é um submddulo de M. ]

Exemplo 2.9. Seja VV um espago vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto S C V € um

submddulo, se e somente se, .S € um subespago de V.

De fato, como todo corpo € um anel, a defini¢do de subespaco coincide com a de submddulo.
Reciprocamente, como V' € um K-méduloe S C V' € um submdédulo, onde os escalares pertencem

ao corpo I, segue que a defini¢do de submodulo coincide com a de subespaco.

Exemplo 2.10. Os Z-submddulos de um grupo abeliano (G, +) sdo precisamente os seus subgru-

pos.
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De fato, se H C G é um submddulo, entdo segue da definicdo que (H,+) é subgrupo de
(G,+). E se H é um subgrupo de GG, entdo paratodosn € Z e h € H tem-se nh = h" € H, pois

H é subgrupo de G.
Exemplo 2.11. Seja A um anel. Os A-submddulos de 4 A sdo os ideais a esquerda.

Exemplo 2.12. Se N; e N, sdo submédulos de um A-médulo M, o conjunto
N1+N2 = {TZ1+’I’L2 | ny € Nleng € NQ}

também € um submodulo de M, chamado submoddulo soma de N; e Ns.

Vamos mostrar que o conjunto Ny + N» € submdédulo de M.
(’l) N1+N2§£®,p0i80€N160€N2,10g00:0+06 N1+N2.
(’LZ) Se n,n’ € Ny + Ny, entdo n + n € N1+ Ns.

De fato, se n,n' € N1+ Ny, entdon = ni+nsen’ = nj+nh,ondeny,n} € Nyeng,ny € No.

n+n' = (n1+n2)+ (n) +ny) - substituicdo de n e n’
= (n1+n})+ (na+ny) - associatividade e comutatividade de M
= n3+ny -onde ny =ny +nj € Nyeny =n) +n, € Ny

Portanto, n +n' € Ny + Ns.

(7i1) Sea € Aen € Ny + Ny, entdo an € Ny + Ns.

De fato, se n € N; + No, entdo n = n; + ng, onde n; € Ny eny € No.

an = a(ny +mng) - substitui¢do de n
= any+anyg -pois M é um A-médulo
= n3+ny - pois Ny, Ny sdo submddulos, logo n3 = any; € Ny enyg = any € Ny

Segue de (i), (i) e (4i7) que Ny + Ny é um submédulo.
Exemplo 2.13. Seja M um A-mdédulo e {V; };c; uma familia de submdédulos de M. Entdo ﬂ N;
icl

€ um submodulo de M.

De fato,
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(1) ﬂ N; # (), pois como N; é submédulo para todo ¢ € I, temos 0 € N, para cada i € I, logo
iel

0e (FWJV}

i€l

(17) Sen,n’ € ﬂ N;,entdon +n' € ﬂ N;.
i€l iel
De fato, se n,n’ € ﬂ N;, entaon,n’ € N;, paratodoi € I,logon +n' € N; paratodoi € I,
i€l
pois N; é submédulo. Assim, n +n’ € ﬂ N;.
i€l

(iii) Sea € Aen € ﬂNi, entdo an € ﬂNi.

el el

Sen € ﬂ N;, entdon € N; paratodo i € I, como N; é submddulo, segue que an € N, para
el
todo: € I, logo an € ﬂNi.

el

Segue de (i), (ii) e (iii) que ﬂ N; é um submédulo.

il

Exemplo 2.14. Seja S um subconjunto ndo vazio de um A- médulo M, o conjunto

(S) = {Zaisi\neN,aieA,siES}

=1

€ um submédulo de M, chamado o submédulo gerado por .S.

(i) (S) # 0, pois S C (9), isto é,0 = 0s; € (95).
(i1) Sex,y € (S),entdo x +y € (5).
De fato, se z,y € (5), entdo x = Zaisi ey = Zajsj, coma;,a; € Aes;,s; €5.

i=1 j=1

n

r+y= Zaisi—l—zm:ajsj € (9).
j=1

i=1

Onde x + y é uma soma finita de elementos de S multiplicado pelos elementos do anel.

(i17) Sea € Aex € (S5), entdo ax € (.5).

ar = aiaisi = i a(a;s;) = i(aai)si = i bis; € (9).
i=1 i—1 i1

=1

onde b, = aa; € A

Segue de (i), (i7) e (i) que (S) € um submddulo.
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Em particular se S = {m}, entdo

(S) = {Zaim} = (S)={am|a € A}

i=1

Onde (5) é chamado de submddulo ciclico gerado por m, denotado por (m).

Exemplo 2.15. Se I é um ideal a esquerda de um anel A e m um elemento de um A-médulo M,
entdo o conjunto

Im={am|acl}
¢ um submodulo de M.

De fato, vamos mostrar que

(i) Im # (), pois como I é ideal, temos 0 € I, logo 0 = Om € Im.

(17) Se aym, e € I'm, entdo cym + agm € Im.

Com efeito,
arm +agm = (a1 +az)m -pois m € A-médulo e oy, 0 € I C A
= am - pois a@ = a1 + ay € I, por [ ser ideal
Portanto, aym + aem € Im

(1ii) Sea € Aeam € I'm, entdo a(am) € Im.

De fato,
alam) = (aa)m -poisa,m € Aem € A-mddulo M
= am -aq = aa € I, por [ serideal
Segue de (i), (ii) e (i7i) que Im é um submddulo de M.
Definicao 2.3. Sejam A um anel e M um A-modulo, o conjunto
Anl(M):={a€ Alam=0,Vme M}

¢ chamado anulador do médulo M.
De forma andloga defini-se anulador de um subconjunto de M.

Em particular, se Anl(M) = {0}, dizemos que M é um A-mdbdulo fiel.
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Proposicao 2.2. Seja A um anel e M um A-médulo. Entdo Anl(M) é um ideal bilateral de A e
M é um A/Anl(M)-mdédulo fiel.

Demonstracao:

Mostraremos que Anl(M) é um ideal bilateral de A.
(i) Anl(M) # (), pois 0 = Om, V' m € M, logo 0 € Anl(M).
(17) Se ay,as € Anl(M), entdo (a; — az) € Anl(M).

Inicialmente observamos que se a € Anl(M), entdo —a € Anl(M). De fato,

(—a)m = —(am) =0, Vm € M, logo —a € Anl(M).

Assim, se aj,as € Anl(M), entdo V' m € M, temos

[a1 + (—az)lm = aym + (—azx)m - pois M é A-médulo
= 0+0 - pois ay, (—az) € Anl(M)
- 0

Logo, a; + (—as) € Anl(M).
(1ii) Sea € Aeay € Anl(M), entdo aa; € Anl(M).

De fato, Vm € M

(aa;)m = a(aym) - pois M é A-médulo
= a0 - pois a; € Anl(M), entdo aym = 0
=0

Logo, (aay) € Anl(M).
(iv) Sea € A, a1 € Anl(M), entdo aja € Anl(M).
De fato,V m € M

(apa)m = ai(am) - pois M é A-mddulo

=0 -pois a; € Anl(M)eam € M
Logo, (aya) € Anl(M).
Segue de (7), (i), (i) e (iv) que Anl(M) é um ideal bilateral de A.
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Determinaremos agora Anl(M) quando M é visto como A/Anl(M )-médulo.
Por defini¢do,
Anl(M) = {a+ Anl(M) € AJAnl(M) | (a + Anl(M))m =0, Vm € M}
= {a+ Anl(M) € A/JAnl(M) |am =0, V' m € M}
= {a+Anl(M) € AJAnl(M) | a € Anl(M)}

Lembrando que para todo a € A

a+ Anl(M) = {a+a|as € Anl(M)} ={a+a;|am=0eaym=0,Yme M}
= {ay|ag=a+a € Aeazm=0,VYme M}
= {agy|az € Aeaym =0,Ym € M}

= {ay € Alaam=0,Vme M} = Anl(M)

Entao,
a+ Anl(M) = Anl(M) = 0+ Anl(M)
Portanto,
Anl(M) =0+ Anl(M).
Logo,

Anl(M) = {0+ Anl(M)}

e assim M é um A/Anl(M)-mddulo fiel.

2.2 Moédulo Quociente

Veremos agora o conceito de médulo quociente. Se N é um submédulo do A-médulo M,
como (M, +) é grupo abeliano segue que N <1 M, logo podemos considerar o grupo quociente de

M por N, isto é, M/N.
Sabemos que o grupo quociente € o grupo das classes laterais, isto €,

M/N ={Z|x€ M} onde T={x+n|ne N}

com a operagdo definida por




Proposicao 2.3. Se (M, +) é um A-médulo e N é um submddulo de M, entdo o grupo quociente

M /N com o produto escalar

-t Ax M/N — M/N
(a,T) — a-T =ax
é um A-mddulo, chamado A-médulo quociente de M /N.
Demonstracdo:
e Vamos mostrar primeiramente que a operagao esta bem definida.

De fato, se T = 7, temos (x — y) € N, eentdo a - (xr — y) € N para qualquer a € A, pois

N é submddulo. Como N € também um A-moddulo, tem-se
a-(x—y)eN=(a-z)—(a-y) e N=>a-T=ay.
Assim, a operagdo estd bem definida.

e Mostraremos que o M /N é um A-mddulo.
De fato, como (M /N,+) é um grupo quociente, resta mostrarmos que M /N verifica as
propriedades de multiplica¢do por escalar da defini¢ao de médulos.

Com efeito, sejam 77,73 € M/N e ay,ay € A, assim

(’l) aq (Ggl’_l) = (alag):c_l.

ai(asTy) = aq(azay) - defini¢do de multiplicagio por escalar
= m - defini¢do de multiplicacao por escalar
= (a1a9)1y - pois M é um A-mddulo
= (a1a9)7T7 - defini¢do de multiplicagdo por escalar

(i1) a1(T1 + T2) = a1T1 + a1 7a.

a1 (Tr+72) = a(z + x9) - defini¢do de soma de classes
= m - defini¢do de multiplicacao por escalar
= a1x1 + a1xs - pois M é um A-médulo
= a7+ a1Ty - definicdo de soma de classes
= mT] +a1y2 - defini¢do de multiplicacdo por escalar
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(’LZZ) (a1 + CL2>?I}_1 = a171 + asx;.

(a1 + ag)T1 = m - defini¢do de multiplicac¢do por escalar
= a7 + asr; - pois M é um A-mdédulo
= a1%1 + G271 - defini¢@o de soma de classes
= @T + a7 - defini¢do de multiplicacdo por escalar

la-77 = 1a-2 - defini¢do de multiplicacao por escalar
= T - pois M € um A-mddulo
Portanto, segue de (), (i7), (¢it) e (iv) que M /N é um A-médulo. O
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Capitulo 3

Homomorfismo de Modulos

Neste capitulo trataremos de homomorfismo de médulos, destacando suas principais pro-
priedades, depois definiremos sequéncia exata que € apenas uma relagdo entre homomorfismos

e por fim veremos a no¢ao de diagramas comutativos.

Definicao 3.1. Sejam M e N dois A-modulos. Uma funcdao f : M — N chama-se um ho-
momorfismo de A-modulos ou um A-homomorfismo, se para todos my, my € M e todo a € A
verificam-se:

(4) f(ma +mg) = f(m1) + f(m2);

(#) flami) = af(m).

Analogamente ao que ocorre com homomorfismo de grupos e anéis, f : M — N € dito A-
monomorfismo, A-epimorfismo ou A-isomorfismo ser f €, respectivamente injetora, sobrejetora

e bijetora.

3.1 Niucleo e Imagem de um A-homomorfismo

Definicao 3.2. Sejam M e N dois A-modulos e f : M — N um A-homomorfismo. Entdo:
(i) O conjunto {m € M | f(m) = Oy} é chamado o niicleo de f e denotaremos por ker(f);

(1) O conjunto {f(m) | m € M} é chamado a imagem de f e denotaremos por Im(f).

Se f: M — N é um A-homomorfismo, entdo f é um homomorfismo do grupo (M, +) em

(N, +) logo valem todas as propriedades de homomorfismo de grupos.
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Proposicao 3.1. Sejam M e N dois A-modulos e f : M — N um A-homomorfismo, entdo

ker(f) e Im(f) sd@o submddulos de M e N, respectivamente.
Demonstracao:
(1) ker(f) é um submédulo de M.

De fato, ja sabemos que o ker(f) é um subgrupo de (M, +). Além disso, seja a € Ae

m € ker(f) arbitrarios, entdo

flam) = af(m) - pois f é um A-homomorfismo
= aly - pois m € ker(f)

Assim, am € ker(f), portanto ker(f) € um submédulo de M.
(22) Im(f) € um submddulo de N.

De fato, ja sabemos que a Im(f) é um subgrupo de (N,+). Além disso, sejaa € Ae

n € Im(f), entdo existe m € M talque f(m) = n, dai am € M, logo temos:

flam) = af(m) - pois f é um A-homomorfismo

= an - pois f(m) =n

Assim, an € Im(f), pois an € N e existe am € M tal que f(am) = an.

Portanto, /m(f) ¢ um submédulo de N. O

Proposicao 3.2. Seja f : M — N um A-homomorfismo. Entdo f é um A-monomorfismo, se e

somente se, ker(f) = {0y}.
Demonstracdo:

Decorre diretamente do fato de f : (M, +) — (N, +) ser um homomorfismo de grupos. O

Exemplo 3.1. Se A é um corpo, os A-homomorfismos s@o as transformagdes lineares entre es-

pacos vetoriais sobre A.

De fato, como todo espago vetorial sobre um corpo K é um K-mddulo, entdo a defini¢do de

transformacao linear coincide com a de A-homomorfismo.
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Exemplo 3.2. Os homomorfismos de grupos abelianos sdo precisamente os Z-homomorfismos.

De fato, Sejam M, N dois Z-médulos e f : M — N um Z-homomorfismo, entdo em
particular f € um homomorfismo de grupos abelianos. Reciprocamente, se M e N sdo dois
grupos abelianos e f : M — N um homomorfismo de grupo. Como todo grupo abeliano pode
ser considerado como um Z-mddulo, segue que M e N sdo dois Z-mddulos, resta mostrarmos

queVkeZeVme M, temos

f(km) = kf(m) 3.1
Vamos mostrar ((3.1).

e Se k > 0, entdo mostraremos por indugao sobre k.

—

—
)

2
I

f(0)=0=0-f(m) (Verdadeiro)
(17) Seja k > 1, suponhamos que vale para k, isto é
f(km) =kf(m)
Entdo, mostraremos que vale para k + 1, ou seja,

fl(k+1)m] = (k+1)f(m)

fllk+1)m] = f(km+m) - poism € M e M é um Z-médulo
= f(km)+ f(m) - pois f é um homomorfismo de grupo
= kf(m)+ f(m) - usando a hipétese de indugdo
= (k+1)f(m) - pois f(m) € N e N é um Z-médulo

Portanto, segue que f(km) = kf(m) valeV k > 0.

e Se k <0, entdo —k > 0. Assim,

0 = f(0) - propriedade de homomorfismo de grupos
= fl(k+ (=k))m] - pois m € M e M é um Z-médulo
= flkm+ (—k)m| - poism € M e M é um Z-médulo
= f(km) + f[(—k)m] - pois f é um homomorfismo de grupo
= f(km)+ (=k)f(m) -pois —k > 0e f(km) =kf(m)valeVk >0
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Somando k£ f (m) em ambos os lados a tltima igualdade, obtemos

kf(m)= f(km)
Portanto, a igualdade acima vale Vk € ZeV m € M.

Exemplo 3.3. A fungéo trivial f : M — N definida por f(m) = 0,V m € M é um A-

homomorfismo, chamado homomorfismo nulo, a qual serd denotado por 0.

e De fato, vamos mostrar que f € um A-homomorfismo.

(i) Sejam my,my € M, temos

f(my+mse) = 0 - defini¢do da f
= 040 - elemento neutro
= f(m1) + f(me) - definigdo da f

(17) Sejaa € Aem € M, temos

flam) = 0 - definigdo da f
= a-0 - propriedade de grupoa -0 =0V a € A
= af(m) -pois f(m)=0em e M

Exemplo 3.4. Seja N um submédulo de um A-médulo M. Entdo a funcdo inclusdo ¢ : N — M
definida pori(z) = z, Vo € N é um A-homomorfismo. Em particular, a fungdo Idy, : M — M

também é um A-homomorfismo.

De fato, Vni,ny € Nea € A, tem-se

() f(na + n2) = f(m) + f(n2)
fni+ny) = ny+ny - definicdo da f
= f(m)+ f(ny) - definicio da f
(i) f(an) = af(n)
flan) = an - definicdo da f

= af(n) - defini¢do da f

Segue de (i) e (i7) que a fungdo incluséo é um A-homomorfismo. Em particular este resultado,

vale se N = M, dai, temos a fun¢@o /d,; sendo um A-homomorfismo.
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Exemplo 3.5. Seja N um submédulo de um A-médulo M. Definimos o homomorfismo candnico

ou proje¢do candnica a aplicagdo m : M — M /N, definida por w(m) = m,V m € M.

e Vamos mostrar que a projecao candnica € um epimorfismo, cujo o nicleo é N.

(7) Sejam my, my € M, temos

m(my+me) = my+ my - defini¢do de 7
= M1 +My - definicao de soma de classes
= 7w(my) + m(myg) - defini¢d@o de 7

(i7) Sejama € Aem € M, temos

w(am) = am - defini¢do de 7
= am - definicdo de multiplicacao por escalar de classes
= an(m) - defini¢do de 7

Segue de (i) e (ii) que a projec¢do candnica é um A-homomorfismo e

Im(r) = {mn(m)|me M}
= {m|me M}

— M/N
Portanto, Im(w) = M /N, logo 7 é um epimorfismo, com
ker(z) = {m e M |nx(m)=0}
= {meM|m=0}

= {meM|meN}
= N

Exemplo 3.6. Seja M um A-mddulo. Para cada elemento a € A definimos uma fungdo
L,: M — N por L,(m) = am,¥ m € M. Uma fun¢io desse tipo chama-se homotetia. Se

a € Centro(A) = C(A) que é o seguinte conjunto
C(A)={a€ A|ar==xa,Vrxe A}

entdo, L, é um A-homomorfismo.
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De fato, V my,my € M e a € A, temos

(Z) La(ml + mg) = La(ml) + La(mg)

Lo(my+mso) = a(my +ms) - defini¢do de L,
= ami + ame - pois M é um A-médulo
= La(my) 4+ Ly(mo) - definicdo de L,

(17) Lo(aym) = ayLg(m)

L,(aym) = a(aym) - definigdo de L,
= (aa;)m - pois M é um A-mddulo
= (@1a)m - pois a € C(A)
= aj(am) - pois M é um A-mdédulo
= a1L,(m) - definigdo de L,

Segue de (i) e (i¢) que a homotetia é um A-homomorfismo.

Em particular, se A é comutativo, toda homotetia € um A-homomorfismo, pois todo elemento

de A comuta com os demais, assim A = C'(A).

3.2 Propriedades do A-homomorfismo

Vejamos as propriedades dos A-homomorfismos.

Proposicao 3.3. Valem as seguintes afirmacoes:

(1) Sejam M EEN VN M" A-homomorfismos. Entdo go f : M — M" também é um

A-homomorfismo.
(17) Se M L ML M M sao A-homomorfismos, entdo
ho(gof)=(hog)of
(i13) Se M N M', M EEN M' M 25 M" e M' 225 M" sdo A-homomorfismos, entdo

go(fitfo)=giofitgiofe
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Vale também,

(Gi+g)ofi=giofitgofi

(iv) Dado um A-homomorfismo f : M — N, entdo
Idyof=f e foldy=f

(v) Dados A-homomorfismos M T M e M2 M tais que g o f = Idy, entdo [ é um

monomorfismo e g um epimorfismo.
Demonstracdo:

(7) Vamos mostrar que g o f : M — M" também é um A-homomorfismo.

e Sejam my, mo € M, entdo

(go f)(mi+me) = g[f(ms+ mo)] - defini¢@o de composic¢io de fungdo
= g[f(m1) + f(m2)] - pois f € um A-homomorfismo
= g[f(m1)] + g[f(m2)] - pois g € um A-homomorfismo

= (go f)(m1)+ (go f)(ms) - definicdo de composi¢do de fungdo

e Sejama € Aem € M, temos

(go f)(am) = g[f(am)] - defini¢do de composi¢do de fungdo
= glaf(m)] - pois f é um A-homomorfismo
= aglf(m)] - pois g é um A-homomorfismo
= a(go f)(m) - definicdo de composi¢ao de funcdo

Portanto, g o f é um A-homomorfismo.

(i4) Vamos mostrar que h o (go f) = (hog)o f.
De fato, ja foi mostrado no Capitulo 1, Exemplo item (v).

(12¢) Vamos mostrar que g1 o (fi+ f2) =giofi+tgiofa e (g1+g2)ofi=giofitgeofi
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e Sejame M

[gro(fi+ f2)](m) = ql(fi+ f2)(m)] - defini¢éo de composig¢do de funcéo
= gi(fi(m) + fa(m)) - defini¢@o de soma de fungéo
= gi(fi(m)) + g1 (fa(m)) - pois g é um A-homomorfismo

= (g1 0 f1)(m)+ (g1 0 f2)(m) - defini¢do de composi¢do de fungdo
Portanto, g1 o (f1 + f2) = g10 fi + g1 0 fo.

e Sejame M

(g1 + g2) 0 fil(m) = (g1 + g2)(f1(m)) - defini¢do de composi¢io de fungdo
= gi(film)) + g2(f1(m)) - defini¢do de soma de fung@o
= (g10o fi)(m)+ (g20 f1)(m) - definicdo de composi¢ao de funcdo

Portanto, (g1 + g2) © fi = g10 fi + g2 © f1.

(iv) Vamos mostrar que Idyo f=f e foldy=Ff.
e Para todo m € M, temos
(Idyo f)(m) = Idn(f(m)) - definigdo de composi¢do de fungio
= f(m) - defini¢do da identidade Idy(z) = z
Portanto, Idy o f = f.
e Do outro lado, tem-se
(foldy)(m) = f(Idyu(m)) - defini¢do de composi¢ao de fungdo
= f(m) - defini¢@o da identidade Idy/(z) = x

Portanto, f o Idy = f.
(v) Vamos mostrar que f é um monomorfismo e g um epimorfismo.

e f é um monomorfismo.
De fato, sejam m;, my € M tais que f(m;) = f(msy). Aplicando a g em ambos os
lados da igualdade, obtemos

g(f(m1)) = g(f(ma)) = (go f)(m1) = (go f)(ma) = Idy(my1) = Idpr(ma) = my = my

definicdo de composta hipétese
Logo, f é um monomorfismo.
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e g ¢ um epimorfismo.
De fato, seja m € M, temos que Idy;(m) = m, entdo por hipétese, tem-se
(go f)(m) =m = g(f(m)) =m

Chamando f(m) =y € M’, temos g(y) = m.

Portanto, g € um epimorfismo. ]

Proposicao 3.4. Um A-homomorfismo f : M — N é um A-isomorfismo, se e somente se, existe

um A-homomorfismo g : N — M tal que
gof=1Idy e fog=Idy. (3.2)

Demonstracao:

(=) Suponhamos que f é isomorfismo, entdo f € bijetora, logo existe uma fung¢io inversa
g: N — Mtalque gof = Idy e fog = Idy. Resta mostrarmos que g € um A-homomorfismo.

Com efeito,

(1) Mostraremos que g(ny + ns) = g(n1) + g(nz).
De fato, sejam ny,ny € N, como f € um epimorfismo, entdo existem my, mo € M tais que

f(my) =nqye f(mg) = ny. Agora,

g(n1) +g(n2) = g(f(m1))+ g(f(m2)) - substituigdo de n; € ny
= (go f)(m1)+ (go f)(ms) - defini¢do de composta
= Idy(my) + Idp(ms) - por hipétese g o f = Idy
= mi+my (I)

Como f é um A-homomorfismo, temos que

f(my+me) = f(my)+ f(ms) - pois f é um A-homomorfismo
= n1+ny - pois f(my) = ny e f(mg) = no

Aplicando g em ambos os membros da igualdade, temos

g(f (m1 4+ m2)) = g(n1 + no)

(go f)(my 4+ ma) = g(ny + ny) - defini¢do de composta
Idy(my + mso) = g(ng + na) - por hipétese g o f = Idys
my +my = g(ny + ng) (1)

Igualando (7) e (I1) segue que g(n1 + ns) = g(n1) + g(ns).
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(17) Mostraremos que g(an) = ag(n).
De fato, sejaa € Aen € N, como f é um epimorfismo, existe um m € M tal que

f(m) = n. Dai, aplicando a g, temos

g(f(m)) = g(n)

(go f)(m)=g(n) - defini¢do de composta
Idy(m) = g(n) - por hipétese g o f = Idy

m = g(n) - defini¢@o de Idy,

am = ag(n) (II1) - multiplicando a na igualdade

Como f é um A-homomorfismo, tem-se

flam) = af(m)

= an - pois f(m) =n
Aplicando g em ambos os membros da igualdade, temos

glan) = g(f(am))

= (go f)(am) - defini¢do de composta
= Idy(am) - por hipétese g o f = Idy
= am (IV) - defini¢ao de Idy,

Igualando (I11) e (IV') segue que g(an) = ag(n).
Portanto, segue de (7) e (i7) que g € um A-homomorfismo.
(<) Seexiste g : N — M, tal que (3.2) ocorre, entdo f € bijetora, logo é um isomorfismo. O

Notacao: Denotaremos M ~ N para indicar que M € isomorfo a N.

Teorema 3.1. (Homomorfismo para médulos): Sejam M e N A-modulos. Se f: M — N é um

A-homomorfismo, entdo M [ker(f) ~ Im(f).
Demonstracao:

Para mostrarmos que M /ker(f) ~ Im(f), vamos construir um isomorfismo entre esses mé-
dulos. Para isto, vamos considerar as aplicacdes f, 7 e 7, as relacdes entre elas pode ser visualizada

no seguinte diagrama:
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M N
I
M/ker(f) —=Im(f)

Assim, queremos a fun¢ao g, entdo vamos defini-la da seguinte forma:
g: M/ker(f) — Im(f)

e Vamos verificar se g estd bem definida.

De fato, se
mi =My = Mi—My € k‘e’/’(f) = f(ml—mg) =0= f(m1>—f(m2) =0= f(ml) = f(m2>
Portanto, g estd bem definida.

e Mostraremos que g € um A-homomorfismo.

(1) Sejam Ty, my € M/ker(f), entdo

g(my +mz) = g(my +ms) - defini¢do de soma de classes
= f(my + my) - definicéo de ¢
= f(my) + f(m2) - pois f é um A-homomorfismo
= g(m1) + g(mz) - definigdo de g

(17) Sejam o € Aemy € M/ker(f), entdo

glamy) = g(am) - defini¢ao de multiplicacdo por escalar de classe
= flamy) - defini¢do de ¢
= af(my) - pois f é um A-homomorfismo
= ag(m) - defini¢do de g

Portanto, segue de (i) e (i7) que g é um A-homomorfismo.

e g ¢ injetora.

Com efeito, sejam my, my € M tais que f(m) = f(mz), entdo
flmy) = f(ma) = f(mi)=f(m2) = 0= f(mi—ms) = 0 = mi—my € Ker(f) = my = my.
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e g ¢ sobrejetora.

De fato,
Im(g) = {g(m)|m e M/kerf(f)}
= {f(m)[me M}
= Im(f)
Segue entdo, que g € bijetora, logo g € um isomorfismo. ]

Corolario 3.1. Se f : M — N ¢é um A-epimorfismo, entdo M /Ker(f) ~ N.
Demonstracao:

De fato, no teorema anterior mostramos que M /Ker(f) ~ Im(f), como por hipétese f é um

A-epimorfismo, segue que Im(f) = N e assim temos M /Ker(f) ~ N. O

Corolario 3.2. Seja A um anel. Todo A-médulo ciclico é isomorfo a um modulo quociente de A
por um ideal a esquerda de A. Reciprocamente, se I é um ideal a esquerda de A, entdo A/ é um

A-maodulo ciclico.
Demonstracao:

Seja M = (m) um A-médulo ciclico. Podemos definir um A-homomorfismo f :4 A — M

da seguinte forma:

f(a) =am, Yac€A.

e Dados a,b ey Aem € M, tem-se:

(1) fla+0) = f(a)+ f(b).

fla+bd) = (a+bm - defini¢do de f
= am+bm - pois M é um A-médulo
= f(a)+ f(b) - definicdo de f

(i) a1f(a) = f(ara).

a;f(a) = ai(am) - definigdo de f
= (aqa)m - pois M é um A-mdédulo
= f(aya) - definigdo de f

Portanto, segue de (i) e (i7) que f € um A-homomorfismo.
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e f é sobrejetora.

Im(f) = {f(a)|ac 44}
= {am|a€ A}
= M
Logo, Im(f) = M.
Assim, temos que f é um A-epimorfismo e usando o Coroldrio temos M ~ A/ker(f).

Agora, como ker(f) é um submédulo de 4 A, pelo exemplo de submddulo, temos que

ker(f) é um ideal a esquerda de A.

Reciprocamente, se I € um ideal a esquerda de A, entdo temos
A/l = {a|a€ A}
= {al]a€ A}
= (1)
Logo A/I é um A-médulo ciclico, gerado por 1. O

o Classificaremos os grupos ciclicos a partir do Corolario

Como todo ideal de Z ¢ principal da forma (m) com m € Z, temos que todo grupo ciclico
¢ isomorfo a um quociente da forma Z/(m). Se m = 0, por exemplo o ideal nulo I = {0} é

principal, pois I = 0A = {0a | a € A}, neste caso o grupo ciclico é isomorfo a Z.

Teorema 3.2. (Primeiro Teorema do Isomorfismo): Seja M um A-modulo e P e N dois submo-

dulos tais que P C N. Entdo
M/P

M/N ~ N/P

Demonstracao:

Consideremos f : M/P — M/N definida por f(m + P) = m + N,V m € M. A fungdo

estd bem definida, pois se m, my € M sdo tais que

m+P=my+P=>mi—my€e€PCN=m—myg€N=m;+N=my+ N.

e f éum A-homomorfismo, pois V my,ms € M, a € A, tem-se:
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(@) fl(m1+ P)+ (ma+ P)] = f(m1+ P)+ f(ma + P)

fl(my + P)+ (me+ P)] = f[(m1+m2)+ P - definigdo de soma de classes
= (my+mg)+ N - definicao de f
= (mi+N)+ (ma+ N) - defini¢ao de soma de classes

= f(my+ P)+ f(ms + P) - definicdo de f

(i) fla(m+ P)) = f(m + P)

fla(m+ P)) = f(am+ P) - defini¢do de multiplicagdo por escalar de classes
= am+ N - defini¢do de f
= a(m+ N) - defini¢@o de multiplicacdo por escalar de classes
= af(m+ P) - defini¢do de f

Portanto, segue de (7) e (ii) que f é um A-homomorfismo.

E como,

Im(f) = {fm+P)|m+PeM/P}
= {m+N|meM}

— M/N
Portanto, f é um epimorfismo.
Assim, pelo Corolério [3.1] temos
M/P
M/N ~ ——.
/ ker(f)
Agora,
ker(f) = {m+PeM/P|f(m+P)=0+ N}
= {m+PeM/P|m+N=0+ N}
= {m+PeM/P|meN}
= N/P
Portanto,
M/P
M/N ~ ——.
/ N/P
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Teorema 3.3. (Segundo Teorema do Isomorfismo): Sejam N e P submddulos de um A-mdédulo

M. Entdo tem-se que
N N+ P
NnP P

A relagdo entre os submodulos do enunciado pode ser visualizada no seguinte diagrama:

Demonstracdo:

N+ P
Consideremos f : N — +

definida por f(n) =n+ P, Vn € N.

e Vamos mostrar que f é um A-homomorfismo.

(i) Sejam ny,ny € N, mostraremos que f(nqy + ng) = f(n1) + f(na).

De fato,
f(ni+ny) = (ng+mne)+P - definigdo de f
= (i +P)+ (na+ P) - defini¢@o de soma de classes
= f(n) + f(n2) - defini¢do de f

(i7) Sejama € Aen; € N, mostraremos que f(any) = af(ny).

De fato,

flany) = (any)+ P - definigdo de f
= a(n;+ P) - defini¢do de multiplicacdo por escalar de classes
= af(n) - defini¢do de f

Portanto, segue de (7) e (ii) que f é um A-homomorfismo.

e Vamos mostrar que f é um epimorfismo.

De fato,
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Im(f) = {f(n)|ne€N}
= {n+P|neN}
= {(n+p)+P=n+P|neNepe P}

= {(n+p)+P|neNepe P}
N+ P
P

Portanto, f é um epimorfismo e pelo Coroldrio 3.1} temos

N NN—FP
ker(f) P

Por fim, observamos que dadon € N,n € ker(f) ©n+P=0+P < n—-0=n¢€ P.

Com efeito, se
neker(f)e f(n)=0&n+P=0+P<n—-0=necP

Portanto, n € ker(f) < n € P.
Agora, se

ne€ker(f)eoneNene P& ne NNP.

Portanto, ker(f) = N N P.

Substituindo ker(f), temos
N N+P
NnpP P

O resultado acima é chamado, isomorfismo de Noether. O

3.3 Sequéncias Exatas

A nocdo de sequéncia exata que trataremos nesta se¢do € apenas uma linguagem que permite

expressar certas relacdes entre homomorfismos por meio de diagramas.

Definicao 3.3. Sejam F, G, H trés A-modulos, f : FF — G e g : G — H A-homomorfismos.
Dizemos que o diagrama

FLaLm
é uma sequéncia de 2° ordem em G se Im(f) C ker(g).

Em particular, se Im(f) = ker(g), dizemos que o diagrama é uma sequéncia exata em G.
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Observacdo 3.1. A condi¢do Im(f) C ker(g) da defini¢do acima é equivalente a afirmar que
gof=0.

Demonstracao:

(=) Se Im(f) C ker(g),entdo go f = 0.

De fato, seja z € F', temos
(go f)(z) = g(f(x)) - defini¢do de composta
S - pois f(x) € ker(g) e g(f(x)) = 0
Portanto, g o f = 0.

(<) Sego f=0,entdo Im(f) C ker(g).
Sejay € Im(f), entdo existe x € F tal que f(z) = y. Aplicando a g em ambos os lados da

igualdade, temos

9(f(2)) = gly) = (go flz) = g(y) = O(z) =g(y) = g(y) =0
——

Hiptese

Assim, tem-se y € Im(f) C Ge g(y) =0, logo y € ker(g).

Definicao 3.4. Sejam {..., M;_1, M;, M;.1, ...} uma familia eventualmente infinita de A-mddulos
e{....,fi: M; — M, 1, ...} uma familia de A-homomorfismos. Dizemos que o diagrama
fi— i fi
oo — M4 —1>MZL>MH_1 —+1>
€ uma sequéncia exata, se é exata em M;,para todo 1, isto é, se

Im(fi_1) = ker(f;), para todo i.

Exemplo 3.7. Sejam 0 = {0} o A-médulo nulo e f : M — N um A-homomorfismo. A

sequéncia 0 2 E i> I é exata, se e somente se, f € um monomorfismo.
De fato, como 0 é o A-homomorfismo nulo, temos que Im(0) = ker(0) = {0}. Assim,
f € monomorfismo < ker(f) = {0} = Im(g) < a sequéncia é exata.

Exemplo 3.8. A sequéncia &/ o %06 exata, se e somente se, f € um epimorfismo.

De fato, temos que 0 é o A-homomorfismo nulo, pois 0(x) = 0, para todo = € F', assim vamos

determinar:
Im(0) = {0(z)|x € F}
= {0}
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ker(0) = {x € F|0(x)=0}
= F

Temos também que 0 o f : E — 0, definida por (0 o f)(z) = 0 é o homomorfismo nulo.

Assim, f é um epimorfismo < Im(f) = F = ker(0) < a sequéncia é exata.

Exemplo 3.9. Dos exemplos citados acima segue imediatamente que a sequéncia
0—E -1 F—0

€ exata, se e somente se, f € um isomorfismo.

De fato,

) ) f € monomorfismo < a sequéncia 0 — F s Féexata
f € um isomorfismo <

f éepimorfismo < a sequéncia Sy F 5 0éexata

& asequéncia 0— F Ly P 0 éexata.

Exemplo 3.10. A sequéncia 0 — M L 0 ¢ exata, se e somente se, M = {0}.

De fato, como 0 é o A-homomorfismo nulo, tem-se que /m(0) = {0} = ker(0). Agora temos
f: M — 0, definida por f(x) = 0, para todo = € M, logo f é o A-homomorfismo nulo, assim
alIm(f)={0}eoker(f)= M.Entio,

M = {0} < ker(f) = Im(g) & asequéncia é exata
Exemplo 3.11. A sequéncia 0 — 27Z 37 "4 7y —> 0, 0nde i é ainclusdo e 7 é a projecao,
¢ uma sequéncia exata.

De fato, sabemos que 7 € um monomorfismo, logo a sequéncia € exata em 2Z. Também, temos
que 7 é um epimorfismo, logo ela € exata em Z,. Resta mostrarmos que a sequéncia é exata em

Z.. Como,

Im(i) = {i(z) |z €22}
= {z|ze€2Z}
= 27
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ker(m) = {xe€Z|n(z)=0}
= {z€Z|T=0}
= {re€Z|xe2Z}

= 27
Portanto, Im(i) = ker(rw), logo 0 — 2Z 5 7 -5 Zy —> 0 é exata.
Definicao 3.5. Chamamos de sequéncia exata curta a toda sequéncia exata da forma
0—E-LF-2aG—o

Exemplo 3.12. Em geral, se £ € um submoddulo de um A-médulo F' e indicamos pori : £ — F

ainclusdo e por 7 : ' — F'/F a proje¢do candnica, entdo a sequéncia
0—E-5F -5 F/E—0

€ uma sequéncia exata curta.

De fato, sabemos que ¢ € um monomorfismo, logo a sequéncia € exata em I/ e m é um
epimorfismo, logo a sequéncia é exata em F'/F ¢ exata. Resta mostrarmos que a sequéncia

E - F = F/F é exata, para isto vamos determinar:

Im(i) = {i(z)|ze€E}
= {z|z€eFE}

= K

ker(m) = {x e F|n(z)=0}

= {zeF|z=0}
= {xeF|zeFE}
= F

Portanto, Im(i) = ker(m), logo a sequéncia £ S F 5 F /E é exata. Segue entdo que a

sequéncia0 —s E — F =y F/E — 0 é exata.
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Mas geralmente, tem-se que toda sequéncia exata curta ¢ da forma do Exemplo [3.12] para

submddulos E’ e F".

De fato, seja

0—FE-LF 9% ag—o0

uma sequéncia exata curta, consideremos F' = Im(f) e f : E — F um A-homomorfismo.

Pelo teorema do homomorfismo para médulos, temos

E/ker(f) ~ Im(f).

Agora como a sequéncia 0 — E TP a—o0¢ exata, segue que f é um monomor-

fismo, entdo ker(f) = {0}, substituindo, o ker(f), obtemos
E/{0} ~ Im(f).

Considerando a fun¢fo identidade f : £ — FE e usando novamente o teorema do homomor-

fismo para modulos, segue

E/ker(f) ~ Im(f).
Como a fungdo identidade € injetora, temos que ker(f) = {0} ea

Im(f) ={f(x) |z € B} ={z |z c E} = E.

Portanto,

E/{0} ~ E.

Assim, tem-se

E~E/{0}~Im(f)=F.

Logo,
E~F.

Agora, como a sequéncia 0 — £ TP S G6—o0¢ exata, segue que g € um epimor-

fismo. Logo, pelo Coroldrio 3.1 tem-se

G ~ F/ker(g).
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como Im(f) = ker(g), concluimos
G ~ F/Im(f).
Entao,
G~F/F.
Portanto, temos a seguinte sequéncia exata
0—FE - F-sF/E —0

onde os mddulos sdo ordenadamente isomorfos aos da sequéncia original.

Exemplo 3.13. Dado um homomorfismo de A-mdédulos f : E — F a seguinte sequéncia é exata
0 —> ker(f) - E -5 F =5 F/Im(f) — 0.

De fato, sabemos que 7 ¢ um monomorfismo, logo a sequéncia é exata em ker(f). Também,

temos que 7 é um epimorfismo, logo a sequéncia é exata em F/Im(f). E como Im(i) = ker(f),

entdo a sequéncia € exata em F£. Por fim, resta mostrarmos que a sequéncia € exata em F’, para

isto determinemos ker ().

ker(n) = {x € F|n(z)=0}
= {reF|T=0}
= {zeFlzeln(f)}

= Im(f) —pois F' C Im(f)

Logo, Im(f) = ker(m), logo a sequéncia é exata em F'. Portanto, segue que a sequéncia

0 — ker(f) —= E L5 F =5 F/Im(f) — 0

¢é exata.

3.4 Diagramas Comutativos

Definicao 3.6. Dizemos que uma familia de A-médulos M e uma familia de A-homomorfismos
G forma um diagrama comutativo, se para todo par de A-médulos M, N € M e todo par de

A-homomorfismos f,qg € G taisque f : M — N eg: M — N, entdo f = g.
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Exemplo 3.14. Consideremos os seguintes diagramas

E-Y-F M-t-nN
XJ{#) h g
G P—=Q

Dizemos que o primeiro diagrama é comutativo se § = ¢ o ¢ e o segundo, se go f = k o h.

Proposicao 3.5. Seja

M’LM#M”

SD/J/ \Lgp lwl/
0 N LN L= N7

um diagrama comutativo, onde as linhas sdo sequéncias exatas. Se @' e " sGo monomorfismos,

entdo p é monomorfismo.
Demonstracao:
Sejam € M tais que ¢(m) = 0. Mostraremos que m = 0.

De fato, aplicando g em p(m) = 0, temos

o(m) =0 = g(p(m)) = g(0)

= g(e(m)) =0 - pois g € um homomorfismo

= (gop)(m)=0 - definicdo de composta

= ("o f)(m)=0 - pois o diagrama é comutativo, ou seja, go ¢ = " o f
= ¢"(f(m))=0 - defini¢do de composta

= f(m) € Ker(¢") = {0} - pois ¢ é um monomorfismo

= f(m)=0

= m € ker(f)=Im(f") - pois a sequéncia € exata

Como m € Im(f’), temos que existe m’ € M’ tal que f’(m') = m. Aplicando ¢ na igualdade,

obtemos

Py =m = o(f(m) = p(m)
= (po fY(m)=0 - pois p(m) =0
= (doy)(m')=0 - pois o diagrama é comutativo, ou seja, ¢ o f' = ¢’ o ¢/
= m' € ker(¢' oy’)={0} - pois ¢’ é um monomorfismo, pois a sequéncia é exata
= m =0
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Logo, temos

Portanto, ¢ € monomorfismo. ]

Proposicao 3.6. Seja

Y Ay /R
T
0— >N Lo N2

um diagrama comutativo, onde as linhas sdo sequéncias exatas.
(1) Se ¢’ e " sdo epimorfismos, entdo p é epimorfismo,

(17) Se ¢’ e " sdo isomorfismos, entdo € isomorfismo.
Demonstracao:

(1) Queremos mostrar que N = Im(yp), ou seja, ¥V n € N, existe m € M tal que n = ¢(m).
Assim, tomando n € M temos que g(n) = n’ = ¢’(m”) para algum m” € M’, pois ¢” é
epimorfismo e como Im(f) = ker(0) = M", pois a sequéncia é exata em M", entdo existe

m € M tal que f(m) = m", assim

gn) = ¢"(f(m))

= (¢" o f)(m) - definigdo de composta
= (909)(m) -pois 9o f =goy
= g(p(m)) - defini¢do de composta

Assim,
g(p(m)) — g(n) = 0= g(p(m) —n) = 0= p(m) —n € ker(g) = Im(g).

Entdo, ¢(m) —n = ¢'(n’) para algum n’ € N’ e como ¢’ é epimorfismo, temos que existe

m' € M tal que @/ (m') = 1. Assim,
p(m) —n =g'(n') = o(m) —n=g(g(m) = p(m) —n=(g"o¢)(m).
Como o diagrama comuta, temos
p(m) —n = (g 0@ )(m') = ¢(m) —n = (po f)(m') = p(m) —n=p(f(m') =
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p(m) —(f'(m)) = n = @(m— f(m')) =n.
Fazendo m; = m — f'(m’) € M, temos

p(my) = n, para algum m; € M.

Logo, ¢ é epimorfismo.

(77) Segue do item (7) que se ¢’ e ¢” sdo epimorfismo, entdo ¢ também €. Resta mostrarmos que

se ¢’ e " sdo monomorfismo, entdo ¢ também é.

De fato, seja m € M tal que ¢(m) = 0, vamos mostrar que m = 0. Com efeito,
p(m) = 0= g(p(m)) = g(0) = g(e(m)) =0 = (gop)(m) = 0= ("o f)(m) = 0= ¢"(f(m)) =0.
Assim, f(m) € ker(¢”), como ¢” é monomorfismo, temos

f(m)=0=m € ker(f) =Im(f")=m' € M' tal que m = f'(m’).

p(m) = @(f'(m')) = 0= o(f'(m")) = (gof')(m) = 0= m’ € ker(pof’) = ker(g'o¢") = {0}.
Portanto, m = 0. a
Proposicao 3.7. Seja

M, fi M, f2 M, f3

ek

Nl g1 ]\/—2 g2 N3 g3 N4 94 N5

um diagrama comutativo, onde as linhas sdo sequéncias exatas. Temos que
(1) Se hy é epimorfismo e hy é monomorfismo, entdo ker(hs) = fo(ker(hs));

(i1) Se hy é epimorfismo e hy é monomorfismo, entio g3 *(Im(hy)) = (Im(hs)).
Demonstracao:

(i) Seja x € Mj tal que x € ker(hs), entdo hz(z) = 0. Como o diagrama comuta, isto &,
h4 ¢} f3 =g30 h3, temos

(hao f3)(x) = (g3 0 ha)(x) = ha(fs(x)) = gs(hs(x)) = ha(fs(x)) = g3(0) = ha(fs(2)) = 0 =
f3(x) € ker(hy) = f3(x) = 0, pois por hipétese hy é monomorfismo, logo = € ker(f3). Assim,

como a sequéncia € exata, tem-se
ker(hs) C ker(fs) = Im(f:) = Jy € Matalque = = fo(y).
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Ja que g, 0 hy = h3 o f5, entdo

92(h2(y)) = hs(f2(y)) = g2(ha(y)) = hs(x) = ga(ha(y)) = 0 = ha(y) € ker(g2) = Im(g1).

Dessa forma, ho(y) = g1(2), para algum z € N;. Além disso, hy o fi = g1 o hy e como hy é

epimorfismo, obtemos

z = hy(s), paraalgum s € M; = hy(f1(s)) = g1(h1(8)) = ha(fi(s)) = g1(2) = ha(fi(s)) = ha(y).

Logo,
hao(fi(s) —y) = 0= fi(s) —y € ker(h2) = fi(s) —y = w € ker(ha) = y = fi(s) —w.

Portanto,
z = foly) = fo(fi(s) —w) = f2(fi(s)) — fo(w) = — fo(w).
Assim,

ker(hs) C fa(ker(hs)).

Por outro lado, seja
fa(ma) € fao(ker(hs)) = mso € ker(hy) = ha(msg) = 0.
e como h3z o fo = gy 0 hy, entdo

hs(fa(mz)) = go(ha(mz)) = 0 = fa(ms) € ker(hs).

Assim, fo(ker(hy)) C ker(hs) e logo, fao(ker(hs)) = ker(hs).

(77) Temos que
g5 (Im(ha)) = {ns € N3 | gs(ns) = ha(ma)}.

Assim, seja ng € I'm(hs), entdo existe ms € M3 tal que ng = hz(mgs) e como g3 o hg = hy o f3,
tem-se

g3(hs(ms)) = ha(f3(ms)) = gs(ns).

Chamando m4 = f3(mg), temos

ha(ma) = g3(n3) = ns € g5 (Im(hy)).

Portanto, Im(hs) C g3 (Im(hy)).
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Agora, se n3 € g3 ' (Im(hy)), entdo g3(n3) = hy(my4). Como hs é monomorfismo, tem-se

94(g3(n3)) = ga(ha(my)) = hs(fa(ms)) = 0= fa(my) = 0.

Logo,
my € ker(fy) = Im(f3) = my = f3(ms), para algum mg € Ms.
Dai,
g3(n3) = ha(my) = ha(fs(ms)) = gs(hs(ms)) = gs(ns — hs(ms)) =0 =
(n3 — ha(ms)) =y € ker(gs) = Im(ga).
Portanto,

ng — ha(ms) = g2(ha(ma)) = ha(fa(ma)) = ng = hg(fa(ma) + msz) = ng € Im(hs).

Logo, g5 ' (Im(ha)) = (Im(hs)).

55



Capitulo 4

Produto Direto e Somas

Neste capitulo daremos uma nog¢do de produto direto, somas direta externa e interna, desta-
cando a propriedade universal para produto direto e soma direta externa, que relacio existe entre

essas somas e por fim trataremos de projecao.

4.1 Produto Direto

Dados dois A-médulos M e N, podemos obter um novo A-mdédulo considerando o conjunto

P={(m,n)|meMenecN}

definindo as seguintes operagdes:
(my,n1) + (M2, n2) = (M1 + mag,ny + ny)
a(my,ny) = (amy, any)

Vae AV (mi,n), (mg,ny) € P.
Quando consideramos familias, eventualmente infinitas, de A-moédulos, a constru¢io anterior

pode ser generalizada em dois sentidos.

Seja {M;};c; uma familia de A-mdédulos, onde I é um conjunto arbitrario de indices (finitos

ou infinitos) e M = H M; o produto cartesiano dos M;, isto é,
icl

M ={(my,mq,...,my,,...) | m; € M;, Viel}.
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Em M podemos introduzir uma estrutura de A-mdédulo definindo as seguintes operacgdes para todo

a € Aem;,m; € M, para todo i.
(mi)ier + (Mg)ier = (M +mj)ier
a(m;)ier = (amy)ier

Definicdo 4.1. O A-mddulo M construido acima é chamado produto direto da familia { M, }c;.

Para cada i € I, dizemos que o A-mddulo M; do produto direto M da familia {M;};c; é um

fator de M.

Se I for um conjunto finito do tipo I = {1,2,...,n} denotaremos o produto direto da seguinte

forma

HM,-:Mlngx...an.

iel
Cada médulo M; com ¢ € I, pode ser candnicamente imerso no produto direto ). Para isto,

basta considerarmos as fungdes

ri=my se i==k;

;=0 se i # k.

my, — i (mg) = (2;)ier =

As fungOes assim definidas sao monomorfismos que chamaremos inclusoes naturais.
Como,

= {mkEMk | (0,0,...,mk,...):(0,0,...,0,...)}

= {0}

logo, i;, ¢ monomorfismo.

e também definamos

s M — My
(ms)ier — m(My)ier = My,

As funcdes assim definidas sdo epimorfismos que chamaremos projecoes sobre as compo-

nentes.
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Como,

Im(m) = {me(my)ier | (my)ier € M}
= {mk c Mk}
— M,

logo, 75, € epimorfismo.

Proposicao 4.1. Sejam my as projecoes sobre as componentes e ;. as inclusées naturais. Entdo
temos:

(i) T odp = Idy,, Yk €I

(i1) mp0dp, =0, Y h,k €I tal que h # k.

Demonstracdo:

() Para todo k € I e todo my, € M, temos

(mg 0 i) (my) = mr(ix(my)) - definig¢do de composta
= m(0,0,...,my,0...) - definigdo de iy,
= my - definicao de 7y,
= Idy, (my) - defini¢do de Idy,

(1) Para todo h, k € I tais que h # k e todo my, € M, temos

(mp o dp)(mp) = mr(in(my)) - defini¢do de composta
= m(0,...,0,...,my,...) - definicdo de iy

=0 - defini¢do de 7,

Proposicao 4.2. Sejam {Mi},c; uma familia de A-médulos, M = HMZ o produto direto
i€l

desta familia e {m; : M — My}rer a familia das projecoes sobre as componentes. Dado

um A-mddulo N e uma familia de A-homomorfismo {q, : N — My}rer, existe um vinico A-

homomorfismo f : N — M tal que o diagrama comuta, para todo k € 1.

N—Lom

"

M,
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Demonstracao:

e FExisténcia.
Consideremos f : N — M definida por f(n) = (¢;(n))ier, V n € N. Vamos mostrar que
f € um A-homomorfismo.

Dados n1,n0 € N ea € A, tem-se

(4) f(na+ng) = f(n1) + f(ne).

f(ni+n2) = (qi(ni +n2))ier - defini¢do de f
= (qi(m) + ¢:(n2))icr - pois g; ¢ A-homomorfismo
= (qi(n1))ier + (¢i(n2))ier - defini¢do de soma de M
= f(ni) + f(n2) - defini¢do de f

(17) f(any) = af(ny).

flam) = (gi(am))ier - definicdo de f
= (agi(m))ier - pois ¢; é A-homomorfismo
= a(qi(n))ier - defini¢do de multiplicag@o por escalar de M
= af(n) - definicao de f

Portanto, segue de (7) e (ii) que f é um A-homomorfismo.

* Vamos mostrar que 7, o f = qx,V k € I.

De fato, sejan € N, temos que

(meo f)(n) = m(f(n)) - defini¢do de composta
= m(@(n))ier - defini¢do de f
= qr(n) - defini¢do de 7y,

Portanto, 7, o f = q.

e Unicidade.
Suponhamos que exista um A-homomorfismo g : N — M que associa a todon € N o
elemento (g;(n));cr em M e tal que 7, 0 g = qx, V k € I. Mostraremos que f = g.
Com efeito, aplicando 7, em g(n) = (g;(n));es, tem-se
g(n) = (9i(n))ier = me(9(n)) = mk(gi(n))ier = (k0 g)(n) = gr(n) = qr(n) = gr(n)
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Portanto, g = gx. Assim,
g(n) = (gi(n))ier = g(n) = (¢i(n))ier = g(n) = f(n).
Logo, f = g.

Entdo concluimos que o A-homomorfismo f é Gnicoe que mp o f = qx,V k € 1. |

A existéncia e unicidade do A-homomorfismo f na proposicdo, é a menos de isomorfismo
uma caracteristica exclusiva do produto direto, tal propriedade € conhecida como Propriedade
Universal do Produto Direto.

Proposicao 4.3. Sejam {M;};c; uma familia de A-médulos, M = H M; o produto direto desta

el
familia e N um A-médulo arbitrdrio. Entdo, N ~ M, se e somente se, existe uma familia de

A-homomorfismos {q. : N — My}rer que tem a seguinte propriedade: dado qualquer A-
mddulo P e uma familia de A-homomorfismos {fy : P —> My }ker, entdo existe um tinico

A-homomorfismo ¢ : P — N tal que o diagrama

N —25 M,

A

P

€ comutativo, para todo k € 1.
Demonstracao:

(=) Se N ~ M, entdo existe uma familia de A-homomorfismos {q; : N — M} }rer que tem a

propriedade dada na Proposicao {.2]

Consideremos N = M e {m, : N — My }res as projecdes sobre as componentes, entio o

par (M, {n}) tem a propriedade universal, como mostrado na Proposi¢éo
(<) Se existe um par (V, {gx}) que tem a propriedade universal, entdo N ~ M.

Consideremos, P = M e {m; : N — M }rcr as projecdes naturais, pela hipdtese existe um

A-homomorfismo ¢ : M — N tal que o diagrama

N —2- M,

| A

M

comuta, isto &,
qgrop=my, Vkel.
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Pela Proposicao existe um A-homomorfismo ¢ : N — M tal que o diagrama

M —E= M,

| A

N

comuta, isto &,
oY =qg, Vk eI

Juntando os diagramas, temos

N —— M,
4
|
povl M ak
J
\\
N

Da comutatividade dos diagramas, temos que g © ¢ = T € i © P = @i, assim

ot =q = (grop)ot=q = qo(pot)) = q.

Por outro lado, a /dy torna o diagrama

comutativo, isto €,

gpoldy =qp, VEk €I

Igualando (4.1]) e (4.2)), obtemos
qro(pot)) =qroldy.

Pela unicidade do A-homomorfismo, concluimos

poy = Idy.
De modo anélogo, tem-se
M = M,
A
/%]
%Z)OQO( N Tk

\vl

M
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Da comutatividade dos diagramas, temos que ¢ © ¢ = 7 € T © Y = (g, assim
grop=mp = (Tgo)op=m, =m0 (Yoy)=m. (4.3)

Como (M, {m}) tem a propriedade universal, segue que existe um dnico A-homomorfismo
Id: M — M tal que o diagrama
M —*> M,

[dMT Af

M

comuta, isto é,
mpoldy =mp, VeI “4.4)

Igualando (4.3)) e (4.4)), obtemos
T 0 (Y o) =m0 Idyy.

Pela unicidade do A-homomorfismo, concluimos
o =Idy.

Portanto, temos que o A-homomorfismo ¢ : M — N é um A-isomorfismo, pois existe um

A-homomorfismo ¢ : N — M tal que
@O@D:Id]\[ € @Z}O(,D:IdM

Logo, N ~ M. O

Entdo, a menos de isomorfismo s6 o produto direto tem a propriedade universal.

4.2 Soma Direta Externa

Definicio 4.2. Sejam {M,};c; uma familia de A-médulos e M = H M; o produto direto desta
familia. Um elemento (m;);c; € M chama-se familia quase nulafeée m; = 0, exceto para um
niimero finito de indices.
Vamos denotar por Z M; o conjunto das familias quase nulas de M, isto é,
iel
> M= {(my,ma,...,my,0,0,...) [ n € Nem; € M},

el
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Observamos que este conjunto ¢ um submédulo de M, pois temos que Z M; C M, pois
iel
basta considerarmos a partir de uma quantidade finita de indices, 0 € M;,V i € [, também temos:

(1) (0)ier € Z M;, pois m; = 0 exceto para um n° finito de indices, em que este nimero € zero.
iel
(77) O fechamento com relagio a soma de familias quase nulas de ), ou seja, para todos (m;)cr,
(m)ier € Z M;, tem-se
iel
(mi)ier + (M;)ier = (Mi +m;)ier € Z M;.
iel
(77i) O fechamento com relagdo a multiplicagdo por escalar de familias quase nulas de M, ou

seja, para todo (m;);cr € M; e todo o € A, tem-se
Ja, p
iel

a(mg)ier = (amy)icr € Z M;.

iel

Portanto, Z M; é um A-médulo, chamado soma direta externa da familia { M, };c;.

iel
Se o conjunto de indices for finito, I = {1,2,...,n}, denotaremos a soma direta externa por
> My=M +My+...+ M,
iel
Observacao 4.1. Se o conjunto de indices 1 for finito, entdo Z M; = H M;.

il iel
Como foi feito no produto direto, na soma direta externa, pode-se também definir as inclusoes
naturais iy, : M, — E M;, onde ix(my) = (x;)icr, com xp, = mp e x; = 0sei # ke as
il
projecdes naturais Ty, E M; — My, com mi(m;)ier = my.
iel
Seja (m;)ier € E M;, entdo temos
iel

(mi)iel = (m17m2>"'7mn70707"')
— (m1,0,...,0,0,...) + (0,ma,...,0,0,...) + -+ (0,0,...,mn,0,0,...)

= iy(ma) + ia(ma) + -+ + (1)

= Z i (T (M4 )ier)

= Z(Zk o ) (Mi)ier

k=1
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Assim como foi feito no produto direto, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 4.4. Sejam m; as projecoes sobre as componentes e iy as inclusoes naturais. Entdo
temos:

(1) mp 0 i, = Idpg,, YV k € I

(17) mg o ip, = 0 se h # k.

Demonstracao:

(i) Seja my, € My, assim temos

(mg 0 i) (my) = m(ix(my)) - defini¢do de composta
= m(0,0,...,mg,0,...) - definigdo de i
= my - defini¢do de 7
= Idy, - defini¢do de Idyy,

(17) Sejam my, € M, com h # k, temos

(mg 0in)(mp) = m(in(my)) - definig¢do de composta
= m(0,0,...,mp,0,...) - definicdo de i
= 0 - defini¢do de 7

|

Proposicio 4.5. Sejam {M,};c; uma familia de A-médulos, M = Z M; a soma direta externa
iel

e {ix : My — M}per as inclusées naturais. Dado um A-mdédulo N e uma familia de A-

homomorfismos {hy : My — N }yer, entdo existe um tinico A-homomorfismo f : M — N tal

que o diagrama

M-t nN
M,

é comutativo, V k € 1.

Demonstracao:

o Existéncia.

Consideremos f : M — N definida por f((m;)icr) = th(mk),v (m;)ier € M.

kel
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Vamos mostrar que f é um A-homomorfismo.

Sejam (m;)ier, (M})icr € M € a € A, entdo
(1) f((mai)ier + (m})icr) = f((mi)ier) + f((M)ier)-

Fma)ier + (MmY)ier) = f((mi +m})icr)

= Z hi(my + m},)

kel

= D [hwlm) + hy(mj,)]

kel

= > hulmg) + ) hi(my)

kel kel

= f((mi)ier) + f((m5)ier)

(i) f(a(ms)ier) = af((mi)ier).

f(a(mi)iel) = f((ami)iel>

= Z hk(amk)

kel

kel

kel

= af((mi)ier)
Segue de (i) e (ii) que f é um A-homomorfismo.

* Vamos mostrar que f o iy = hy,V k € I.

Dado my, € Mj, temos que

(fo@k)(mk) = f(@k(mk))
— f(0,0,...,mk,0,~--)

i€l

= h1<0)+h2(0>+"'+hk(mk)+"'

= 0+0+4 -+ hg(mg) +0+---

Portanto, f o i, = hy.
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e Unicidade.
Suponhamos que exista um A-homomorfismo g : M — N tal que go iy = hy,V k € 1.
Mostraremos que [ = g.

Com efeito, seja (m;);c; € M, temos

9((mi)ier) = g (Z Zk(mk)> - pois (my)ier = Zlkz(mk)

kel kel
= Z g(ir(my)) - pois g é A-homomorfismo
kel
= Z(g o ix)(my) - defini¢do de composta
kel
= Z hy(my,) - por hipétose, pois g o iy = hy,
kel
= f(mi)ier
Logo, f = g. |

Proposicao 4.6. Sejam {M;};,c; uma familia de A-mddulos, M = Z M; a soma direta ex-
iel
terna e N um A-modulo qualquer. Entdo N ~ M se, e somente se, existe uma familia de

A-homomorfismos {hy : My — N }rer que tem a seguinte propriedade: dado qualquer A-
mdédulo P e uma familia de A-homomorfismos {fy : My — P}res, entdo existe um tinico

A-homomorfismo o : N — P tal que o diagrama

N&Mk

%)
P

P

€ comutativo, ¥V k € I.
Demonstracao:

(=) Se N ~ M, entdo existe uma familia de A-homomorfismos {q; : N — M} }recr que tem a

propriedade dada na proposi¢ao.

Consideremos N = M e {i; : My — M }xes as inclusdes, entdo o par (M, {iz}) tem a

propriedade universal, como mostrado na Proposi¢ao .5
(<) Se existe um par (N, {hy}) que tem a propriedade universal, entdo N ~ M.

Consideremos, P = M e {i), : My — M },¢; as inclusdes naturais, pela hipétese existe um

66



A-homomorfismo ¢ : N — M tal que o diagrama

M, N

AN

M

comuta, isto €&,

@Ohk:ik, Vkel.

Pela Proposi¢do |4.5|existe um A-homomorfismo ) : M — N tal que o diagrama

NN

N

comuta, isto &,
You,=hg, VkeI

Juntando os diagramas, temos

Da comutatividade dos diagramas, temos que ¢ o hy = ix € Y 0 1, = hy, assim
Yoip="h,=1vo(pohy)="h,= (Yoy)oh,=h.
Por outro lado, a Idy torna o diagrama

M, o N

e

N

comutativo, isto é,
IdNOhk:hk, VkEI
Igualando (4.5)) e (4.6|), obtemos

(o p)ohy = Idy o hy.

67

4.5)

(4.6)



Pela unicidade do A-homomorfismo, concluimos
Yo =Idy.

De modo andlogo, tem-se

Da comutatividade dos diagramas, temos que ¢ o hy = i € Y o i, = hy, assim
pohp =1 = o (o iy) =i = (porh)oiy =iy 4.7

Como o par (M, {i,}) tem a propriedade universal, segue que existe um tGnico A-homomorfismo

Idy; : M — M tal que o diagrama

\ lIdM
ik

M

comuta, isto €&,

Igualando e (4.8), obtemos
(potp)oiy = Idy oiy.
Pela unicidade do A-homomorfismo, concluimos
po = Idyy.

Portanto, temos que o A-homomorfismo ¢ : M — N é um A-isomorfismo, pois existe um

A-homomorfismo ) : N — M tal que

vop=Idy e poy=Idy.
Logo, N ~ M. O
Entdo, a menos de isomorfismo, somente a soma direta externa tem a propriedade universal.
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4.3 Soma Direta Interna

Consideraremos neste se¢do, um conjunto finito de indices, ou seja, I = {1,2,...,n}.

Seja { M, };c; uma familia de submédulo de um A-médulo M, denotaremos por My + My + -+ - + M,
o submddulo de M gerado pela U M;, isto é,

i€l
M1+M2+--~+Mn:{m1+m2+~--—|—mn]miEMZ»,VZ'EI}.

Definicio 4.3. Dizemos que uma familia de submodulos {M;};c; de um A-médulo M é indepen-

dente se para todo indice 1 temos,

Proposicao 4.7. Uma familia de submddulos {M,};c; de um A-médulo M é independente, se e
somente se,

n
Zmi =0, comm; € M;, tem-se m; =0,Vi € I.
i=1

Demonstracdo:

(=) Se a familia { M, },c; é independente e Z m; = 0 com m; € M;, entdom; = 0,Vi € I.
=1

n
De fato, como E m; = 0, temos
=1

my 4 M MM my = 0= my = —(my - ma Fma e my).
Entao,m; € My +---+ M; 1+ M; 1 + - - - + M, mas também temos m; € M;, assim
mi € My NV (My+ -+ My + My + -+ M,).
Por hipétese, sabemos que a familia { M, };c; é independente, logo
M;n(My+My+---+ My + My + -+ M,) ={0}.

Segue entdo que m; = 0,V € I.

(<) Se Z m; = 0, implica que m; = 0,V i € I, entdo a familia { M, },c; é independente.
=1

Sejam; € M; N (My + -+ + M;—y + M1 + --- + M,,), mostraremos que m; = 0.
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De fato, se m; € M; N (My + -+ + M;_1 + M1 + -+ + M,), temos que m; € M; e
e(My+---+M;_1+ M1+ -+ M,), assim temos

M = Myt M = ma (= m) i m, = 0= m,
i=1

Por hipétese, segue que m; = 0,V i € I.

Portanto, M; N (My + -+ + M; 1 + My + --- + M,) = {0}, logo a familia {M,};c; é

independente. O

Proposicao 4.8. Seja {M,}ic; uma familia de submddulos de um A-mddulo M. Esta familia é

independente se, e somente se,

Zmi = Zm; com m;,m;, € M;,Vi € I, implicar que m; = m;,¥i € I.
; i=1

Demonstracao:

(=) Suponhamos que a familia { M; };<; seja independente e que Z m; = Z m'i,V i € I, entdo
=1 =1
m; =m,,Viéel.

De fato, por hipétese temos
n n n n n
S =Y Y= 3l =0 3 -
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
E também que { M, };c; é independente, logo usando a Proposi¢ao 4.7} tem-se

m; —m; =0=m; =m] Vi€l

) Se z:mZ Zmz com m;, m; € M;, Vi € I, implicar que m; = m},V i € I, entdo a

familia {M bier é 1ndependente

De fato, consideremos

mi+me+---+m, =0.

Podemos escrever, 0 € M, da seguinte forma

0+0+---+0=0.

Da unicidade do elemento neutro, segue

mitmy ot my =040+ +0=>Y m=) 0.
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Por hipdtese, temos
m; =0,Viel
Assim, usando a Proposi¢ao concluimos que a familia { M, },<; é independente. O

Definicio 4.4. Dizemos que um A-mddulo M é uma soma direta interna da familia {M;}c; de
seus submodulos se
(1) M =My + My + -+ M,; (M ¢é gerado pelos M;’s)

(17) { M, }ics € uma familia de submédulos independentes.

Se M ¢é a soma direta interna de { M, },c1, denotaremos M por

M = @i M;.

Como o conjunto de indices € finito escrevemos a soma direta interna por

Exemplo 4.1. Para qualquer A-mdédulo M, temos que M = M @ {0}. Entdo os submédulos M

e {0} sdo chamados de somandos diretos triviais de M.

H1 = {6,?71} € H2 = {6,§}

Como,

0=0+0
1=4+3
2=2+0
3=0+3
4=4+0
5=2+4+3

Concluimos que V m € Zg, temos

m:h_l—i—h_g, com h, € Hy e hy € H,.

Além disso, H; N Hy = {0}. Logo, Z¢ = H, ® Ho.
Veremos agora a relacdo entre soma direta externa e a soma interna de M.
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Proposicao 4.9. Seja M um A-médulo e { M, };c; uma familia de submddulos independentes de

M. Entdo,
Z M; ~ ®ierM,;.

icl
Demonstracdo:

Consideremos a seguinte fungéo
I ZMz — DierM;
iel
(m1,m2,. .. ,mn) — f(ml,mg, e 777?%) =mi;+mo+---+m,.

Vamos mostrar que f € um A-homomorfismo.

Sejam (m;);er, (M})ier € Z M, ea € A, entdo

(@) f((mi)ier + (mi)ier) = f((mi)ier) + f((M7)ier)-

Flmi)ier + (m)icr) = f((mi+m))ier) - definicdo de soma de Z M,
iel
= (my+m)+-+ (m, +m)) - definicdo de f

= (my+---+my)+ (m) +---+m,) - associando e comutando

= f((mi)ier) + f((m})ier) - definigdo de f
(1) fla(mi)ier) = af ((mi)er).
fla(my)ier) = f((am;)ier) - defini¢@o de multiplicagéo por escalar de Z M;
= am;+---+am, - definicdo de f <
= a(m+---+my,) - pois PB;er M; é um A-mdédulo
— af((mier) - definicéio de f

De (i) e (it) segue que f é um A-homomorfismo.

e f éum A-epimorfismo, pois
Dado m € ®;c; M;, entdo m = my + mso + - - - + m,,, consideremos

(my,mg,...,my,) € ZM"’ aplicando a f, temos
icl

f(my,mo,....my) =mqy+mo+---+my, = f(my,ma,...,m,) =m.
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Determinemos ker(f).
keT(jv = {(rnl,TnQ,...,Tnn) c EE:JN@ |j17n4,7n2,...,7nn) ::()}
icl

Agora,
f(ml,mQ,...,mn):O:>m1+m2+~-+mn:0:>2mi20.
i=1

Como a familia { M; },<; é independente, segue que
m; =0, Viel

Assim, temos
ker(f) ={(0,0,...,0)}.

Logo, f é um A-monomorfismo. O

Proposicao 4.10. Sejam {M,};c; uma familia de A-médulos, {zk M, — Z M,} as in-
el kel
clusées naturais e M| = ix(My). Entdo, My ~ M, Vkele Z M; = @i M.
icl

Demonstracao:

e Mostraremos que My ~ M, Vk € I.

De fato, como as inclusdes naturais {iy : My — E M;}er sdo A-monomorfismo, pelo
i€l
teorema do homomorfismo para médulos, temos

Como ker(ix) = {0} e a Im(i) = M, tem-se
My ~ M /{0} ~ M,.

Portanto,
e Mostraremos que Z M; = ®ier M.
il

() > M= M + M+ + M,

il
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Sejam € E M;, entdo m = (mq, ma, ..., m,), assim podemos escrever m da seguinte
el
forma

m = (mq,0,...,0)+ (0,mg,...,0)+---+(0,0,...,m,)
= il(ml) + iz(mg) + -+ Zk<mk)

= mymy+ -y, € (M) +ia(Ma) + -+ 4 i (My)
Portanto, m € M| + M+ ---+ M.
(77) A familia { M]},c; € independente.

Seja (z1,...,2n) € (M{OAM{+---+ M +M/ ,+---+ M), entdo (z1,...,2,) € M,
logoxz; =0, Vj #ietambém (zy,...,2,) € (M] +---+ M_, + M, +---+ M)),

assim

(ZL’l,...,ZEn> = ([Eh...,O)+"'+(0,...,1‘1‘_1,...,0)—I—(O,...,[EZ‘+1,...70)+"'+(O,...,J]n)

= (xlv'"in—1707xi+17"‘7xn)

Igualando (z1, . ..,x,), obtemos

(0,...,0,1'1',0,...,0) = (:El,...,xi_l,O,xiH,...,xn).

Portanto, pela igualdade de n-uplas, segue que

2, =0, Vi€l

Logo, M " M{ + ---+ M/ + M/ +---+ M) ={(0,---,0,---,0)}. Entdo a familia
{M]}icr é independente.
Assim segue de (7) e (i1) que Z M; = @ierM;. 0
iel
Por causa da correspondéncia entre somas internas e externas, € frequente usarmos o simbolo

¢ para ambas.

Definicao 4.5. Seja N um submodulo de um A-modulo M. Dizemos que um submodulo Ny de M
¢ um suplementar de N se M = N & Nj.

Definicao 4.6. Um submodulo, que admite um suplementar é chamado somando direto de M.
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Observacao 4.2. Mostra-se que todo subespago vetorial ¢ um somando direto, no entanto, isto
nao € sempre verdade para médulos. Por exemplo, consideremos Z como Z-mddulo, 7 Z ndo tem

somandos diretos nao triviais.

Pois, suponhamos que mZ seja um somando nio trivial de 5 Z. Entdo existe, nZ tal que
Z = mZ @ nZ com m,n ¢ {0,£1}. Mas m -n € mZ NnZ = {0}, por mZ,nZ serem

independente. Segue que m - n = 0, isto é um absurdo, pois m, n # 0.
Observacao 4.3. Se N é um somando direto de um A-médulo M, o seu suplementar nio é, em
geral, Unico.

De fato, consideremos o R-médulo R? e o submédulo N = {(2,0) | x € R}. Qualquer
submédulo da forma P = {(z,mz) | v € R,m # 0} é um suplementar de N, pois podemos

escrever todo par (z,y) € R? da seguinte forma:
()= (z=2L.0)+ (Ly) eN+P
m m

Logo, para cada m # 0, temos que existe um submédulo P que € um suplementar de N, entao

o suplementar de /N ndo € tnico.

Proposicao 4.11. Seja M um A-mddulo, N, e Ny submdodulos de M, tais que M = Ny @ Ns.
Entao,

M/N1 >~ NQ.

Demonstracdo:

Definamos f : M — N, da seguinte forma: dado m € M, podemos escrever, de forma
tinica, como m = ny +ng comny € Ny e ny € Na. logo f(m) = f(ny + ny) = ny. Mostraremos

que f é um A-homomorfismo.

Sejam m = (ny + ng),m’ = (n} +nf) € M ea € A. Entdo

() f(m+m') = f(m) + f(m/).

fim+m') = fl(n1+n2)+ (n]+n3)] - substituicdo dos valores de m e m’
= f((n1+n})+ (n2+n})) - pelaassociatividade e comutatividade em M
= ny+ ny - definicdo de f

= f(n1+n2)+ f(n] +ny) - definigdo de f
= f(m)+ f(m)
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(ii) flam) = af (m).

flam) = f(a(n; 4+ ng)) - substitui¢do de m
= f(any + any) - pois M é um A-mddulo
= ang - defini¢do de f
= af(n + no) - definicdo de f
= af(m)

Logo, f é um A-homomorfismo e usando o teorema do A-homomorfismo para médulos temos,
M/ker(f) ~ Im(f).
Como,
ker(f) = {me M| f(m)=0}
= {ngi+n € M| f(ng+n2) =0}
= {n1+nQEM|nQ:0}
= {nleM\nleNl}

- N

Im(f) = {f(m)|[me M}
= {f(n1+n)|[n € Nieny € No}
= {na|ns € No}

= Ny
Logo, fazendo as devidas substitui¢des, temos que

M/N, ~ N,.

Corolario 4.1. Dois suplementares de um mesmo submaodulo sao isomorfos.
Demonstracao:
Sejam P e () dois suplementares de um submoédulo N de um A-médulo M, entdo
M=N&Pe M=N®Q.
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Pela Proposi¢ao [.11] temos que
P~M/N e M/N ~Q.

Por transitividade, segue

P~Q.

4.4 Projecao

Nesta secdo fazemos um estudo de projecdes de mddulos e a utilizaremos como uma ferra-

menta na decomposicdo do médulo em soma direta interna.

Definicao 4.7. Seja M um A-mddulo. Um A-homomorfismo p : M — M chama-se uma

projecdo (ou projetor) de M se p* = p.

Observacao 4.4. Se p : M — M € uma projecao, entdo
(i) Im(p) = {m € M | p(m) = m};
(17) ker(p) = Im(Idy; — p), onde Idy; é o operador identidade.

De fato, se
m € Im(p) = m = p(m'),m’ € M = p(m) = p*(m’) = p(m) = p(m') = p(m) = m.

Entdo, Im(p) = {m € M | p(m) = m}.

Agora, ker(p) = Im(Idy — p), pois se
m € Im(Idy —p) <& m= (Idy —p)(m'),m' e M & m=m'—p(m') &
p(m) = p(m’ —p(m')) < p(m) = p(m') — p*(m’) < p(m) = 0 = m € ker(p).

Seja M = &;c;M; uma decomposicao de M em soma direta interna de seus submoddulos
{M,}icr. Podemos definir uma familia de projetores {py, : M — M } s da seguinte forma: dado
m € M, escrevemos m de modo tnico da seguinte forma m = Z my;,comm; € M;,Vi € le

icl

assim definamos

pkM—>M
m — pr(m) = my.
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Vamos mostrar que p;, definida desta forma € de fato um projetor.

Com efeito, sejam € M, paracada k € I, temos

pi(m) = pr(pe(m)) - defini¢do de composta
= pr(my) - defini¢do de py,
= My - defini¢do de py,
= pr(m) - definicdo de py,

Definicao 4.8. A familia de projetores definida acima chama-se associada a decomposicdo em

soma direta dada.

Definicao 4.9. Seja {p;}ic; uma familia de projetores de um A-médulo M. Dizemos que a familia

¢ ortogonal se, para todo par de indices h, k € I, com h # k tem-se que py, o pr, = 0.

Proposicao 4.12. Seja M um A-modulo, M = @;c; M; uma decomposicdo de M em soma direta
e {pi}icr a familia de projecoes associada a esta decomposicdo, entdo esta familia possui as
seguintes propriedades:

(1) A familia {p;}cs € ortogonal;

(i1) Zpi = Idyr;
iel

Reciprocamente, se {p;}icr é uma familia de projetores verificando as condigées (i) e (ii) entdo
M = @ierIm(p;).

Demonstracao:
(i) Sejam py e p; € {p;}icrcomk # jem = Z:mZ € M, entdo
i=1
(propj)(m) = pr(p;(m)) - defini¢do de composta
= pr(my) - definicdo de p;
= p(0+---4+0+m; +---+0)

=0 - defini¢do de py,

Logo, {p; }icr € ortogonal.
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(1) Paratodom € M, temos

Idy(m) = m - defini¢do de Idy,
- Z m; - pois M = @;er M,
=1
= Z pi(m) - definicdo de p;
i=1
= <Z Z%) (m) - pois p; € um A-homomorfismo
i=1

Portanto, Id,; = Z Di.

i=1
(1ii) Sejam € M, entdo

Im(p;) = {pi(m)|m e M}

= {mz|ml GMz}

Portanto, Im(p;) = M;.

Reciprocamente, vamos mostrar que se {p; };c; € uma familia de projetores verificando (i) e (i),
entdo

M = @iellm(pi)-

(a) Mostraremos que M = Im(p1) + Im(ps) + - - - + Im(p,).

Com efeito, seja m € M, pelo item (i7), temos que

m = Idy(m) = (Zpl> (m)
= (p1+p2t-+pu)(m)

= pi(m) +pa(m) + -+ p,(m) - definigdo de soma de fungéo

Como p;(m) € Im(p;), Vi € I.

Entdo temos que M = Im(py) + Im(ps) + -+ - + Im(py,).

(b) Mostraremos que a familia {Im(p;) };cs é independente.

Suponhamos Z pi(m) = 0, vamos mostrar que p;(m) = 0,Vi € I.

=1
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De fato,
S pi(m) = 0= py(m) + pa(m) + - + pa(m) = 0.
i=1

aplicando p; na igualdade, temos
pi(p1(m) +pa(m) + -+ pa(m)) = p;(0).

(pi o p1)(m) + (ps o p2)(m) + - -+ + (ps o pi)(m) + - -+ (pi o pn)(m) = 0.

Como {p; };cs sdo projegdes e também ortogonal segue

pi(m) =0, Vi € I.

Corolario 4.2. Se p: M — M ¢é uma projecdo, entdo

M = Im(p) ® Ker(p).

Demonstracao:

Vamos mostrar que

(i) M = Im(p) + ker(p).

Inicialmente observamos que V m € M, tem-se

p(m —p(m)) = p(m)—p*(m) - pois p é um A-homomorfismo
= p(m) — p(m) - pois p € projecdo
=0

Logo, m — p(m) € ker(p).

ComoVm e M,
m = p(m) + (m — p(m)) € Im(p) + ker(p).
Seque que M = I'm(p) + ker(p).

(12) Im(p) N ker(p) = {0}.

Se m € Im(p) N ker(p), entdo para algum m' € M temos
p(m') =m = p*(m') = p(m) = p(m') =0 = m =0.
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Portanto, Im(p) N ker(p) = {0}.
Segue de (i) e (ii) que M = Im(p) ® ker(p). O

Os resultados anteriores nos mostram que o problema de determinar somandos diretos de um
modulo € equivalente a determinar projetores. Vamos usar este fato para determinar, dado um anel

A, os somandos diretos do A-mddulo 4 A.
Definicdo 4.10. Um elemento e de um anel A chama-se idempotente se e* = e.

Exemplo 4.3. Para todo anel A, o elemento neutro 0 é um idempotente. Se A for um anel com

elemento unidade, entdo 12 = 1, logo 1 é um idempotente nio nulo.

Exemplo 4.4. Seja A um dominio de integridade, se e € A € um idempotente de A, entdo
e=e=e’—e=0=e(e—1)=0

e como A é um anel de integridade segue que e = 0 ou e = 1. Assim os tnicos idempotentes de

um anel de integridade sd@o O e 1.

Exemplo 4.5. Se e ¢ um idempotente de um anel, a aplicagdo Re : A — A definida por

Re(a) = ae é uma projecao de A.

De fato, seja a € A, temos

Re*(a) = Re(Re(a)) - defini¢ao de composta
= Re(ae) - defini¢do de Re
= (ae)e - defini¢do de Re
= afee) - associatividade de A
= ae - pois e € um idempotente
= Re(a) - definicdo de Re

Assim, Re é uma projegao.

Proposicao 4.13. Existe uma correspondéncia bijetora entre os projetores do A-modulo 4 A e os

idempotentes do anel A.

Demonstracao:

Consideremos:
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X ={p:a A:—4 A|p? = p} — o conjunto dos projetores do A-médulo A

Y ={0+#e€ A|e*=e} — oconjunto dos idempotentes ndo nulos de A

Definamos as aplicacdes

(1) f: X — Y, definida por f(p) = p(1). f estd bem definida pois chamando e = p(1) temos

p(e) = p(el) = ep(1) = €*.

[
Il
s
—~
—_
~—
I
=
[\
—~
—_
~—
Il
g~
—~
3
—~
—_
~—
~—
I

Logo, p(1) € Y.
(17) g : Y — X definida por g(e) = Re, onde Re(a) = ae, V a € A. g estd bem definida

conforme mostramos no Exemplo 4.5]

Agora, paratodoe € Y e p € X, tem-se

(fog)e) = flgle)) - defini¢do de composta
= f(Re) - definicdo de g
= Re(1) - defini¢do de f
= le - defini¢do de Re
= e
= Idy(e)

e

(go flp) = g(f(p)) - definicdo de composta
= g(p(1)) - definicdo de f
= Ry - defini¢do de ¢
= P

Pois, Va € A, Ryny(a) = ap(1) = p(al) = p(a). Assim,

(go f)p) =p= (g0 f)(p) = Idx(p).

Logo, fog= Idy e go f = Idx. Entao f é uma bijecdo entre X e Y. a
Corolario 4.3. Se e € A é um idempotente temos
AA=Ae® A(l —e).
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Demonstracao:

Como Re : A — A € uma proje¢ao pelo Coroldrio 4.2 temos

4A = Im(Re) & ker(Re).

Segue da Observagdo @.4]que

4A =Im(Re) ® Im(Idy — Re).

Como
Im(Re) = {Re(a)|aec A}
= {ae|a € A}
= Ae
e

Im(Idy — Re) = {(Idy — Re)(a) | a € A}
= {a— Re(a) |a € A}
= {a—ae|a€ A}
= {a(l—e)|ac A}
= A(l—e)
Portanto, fazendo as devidas substituicdes, temos
AA=Aed A(l —e).
O

Corolario 4.4. Se A é um dominio de integridade, os iinicos somandos diretos de 4 A sdo {0} e o

proprio 4 A.
Demonstracao:

Ja observamos que os tnicos idempotentes de um dominio de integridade sdo 0 e 1, assim pelo

Corolério [4.2] temos

e Se e =0, entdo
AA=A-00A-(1-0)=24A=A-00A- 1=, A={0} 0 A
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e See =1, entdo

JA=A1BA (1-1) =, A=A 16A- 0=, A=A {0}

Assim, em qualquer caso os tGnicos somandos diretos de 4 A sdo {0} e A. ]

Corolario 4.5. Seja A um anel. Entdo, todo somando direto de 4 A é um ideal principal de A.
Demonstracao:

Seja N1 um somando direto de 4 A, logo existe um submédulo N, tal que

A= N; & Ns.

Seja {p1,p2} a familia de projetores associada a esta decomposicdo. Pela Proposic¢éo

e = p(1) é um idempotente de A, logo pelo Coroldrio 4.3| temos

AA=Aed A(l —e).

onde
Ae = {ae|ae€ A}
= {api(1) | a € A}
= {pi(al) |a € A}
= {pi(a)[a € A}
= Im(p)
Logo, N1 = Ae é ideal principal de A. a
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Capitulo 5

Modulos Livres

Neste capitulo trataremos de modulos livres, isto €, veremos quando um mdédulo é chamado
de livre, mas antes disso, daremos uma nocao de sequéncia cindida, depois faremos comparagdes
entre algumas propriedades de espaco vetorial e de médulo, apresentando varios exemplos, em

que o ultimo se difere do primeiro.

5.1 Soma Direta e Sequéncia Exata

Estudaremos agora algumas relagdes entre somas diretas e sequéncia exatas.

Suponhamos que M = M; & M,. Entdo a sequéncia abaixo

0— M, —5 M, @ My 22 My——0

¢é exata.

De fato, temos que ¢; € um monomorfismo, logo a sequéncia é exata em M. E como p; é um

epimorfismo, a sequéncia € exata em M5. Resta mostrarmos que ela € exata em M; & M,. Como,

[m(zl) = {21<m1) ’ mi € Ml}
= {(m1,0) [my € My}
= {my+0|my € M} - por causa do isomorfismo @}, M; ~ Z M;.
i=1

= {m1 ]ml EMl}

— M,
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]{367“(])2) = {m1 +mq € M1 D M2 |p2(m1 + mg) = O}

= {m1+m2€M1@M2‘m2:0}
= {ml\mleMl}

= M
Portanto, Im(i1) = ker(psy), logo a sequéncia é exata em M; & Ms.
E natural nos perguntarmos, quando uma sequéncia

0—F L F 2 G—0

é tal que

F~FEad.

Para respondermos, vejamos a seguinte defini¢do.

Definicao 5.1. Dizemos que uma sequéncia exata de A-modulos
0—E 5 F % G—0

cinde se E' = Im(f) = ker(g) é um somando direto de F.

Proposicao 5.1. Dada uma sequéncia exata de A-modulos
0—E 5 F % G—0

as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(1) A sequéncia cinde;

(17) Existe um A-homomorfismo ) : F — E tal que 1y o f = Idp;
(i) Existe um A-homomorfismo ¢ : G — F tal que g o ¢ = Idg;

Nestas condigcoes F' ~ FE & G.

Demonstracao:

(1) = (ii) Se a sequéncia cinde, entdo existe um A-homomorfismo v :

Yo f=Idg.
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De fato, escrevendo E' = I'm(f) e como a sequéncia cinde, entdo existe um submédulo E”

de Ftalque F'=FE & E".

Assim, dado m € F, escrevemos m = m’ +m” comm’ € E' e m” € E”, como f é injetora,

pois a sequéncia ¢ exata, existe um dnico y € E tal que f(y) = m/, entdo

"

m=m'4+m" =m=f(y)+m".

Assim definamos ¢/ da seguinte forma:

v F—F

m —¢(fly) +m") =y.

e Mostraremos que ) € um A-homomorfismo.

Sejam my = f(y1) +mf,ma = f(y2) + mj € F e a € A. Entdo,

(1) w(my +mg) = Y(m1) + P (ma).

Y(ma+ma) = P[(f(yr) +m7) + (f(y2) + m3)]
= O[(fn) + f(ya)) + (m] +m3)]
= Y[(f(y1 +y2)) + (M] +my)]
= yi+y
= O(f(y) +m)) +o(f(y2) +m3)
= Y(m1) +P(my)

(4) Y(amy) = ayp(my).

vlamy) = Y(a(f(y1) +my))

- defini¢do de soma de submddulo
- pois f € um A-homomorfismo

- definicdo de ¢

- definicdo de ¢

- substituicao de m; e my

- substitui¢do de m,

= ¢(af(y1) + amy) - pois F' € um A-médulo

= (f(ayr) + amy) - pois f é um A-homomorfismo
= ay - defini¢do de 1

= a(f(y1) +m}) - definicdo de 9

= a(my) - substitui¢do de m;

Portanto, segue de (i) e (i7) que 1) € um A-homomorfismo.
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e Vamos mostrar que ¢ o f = Idg.

Sejay € F,entdo f(y) € E’, logo

Wof)y) = »(f(y) - defini¢do de composta
= ¢(f(y) +0)
=y - definigdo da v
= Idg(y) - definigdo da Idp,

Logo, Yo f = Idg.

(11) = (i) Existe um A-homomorfismo ¢ : F' — FE tal que ¢ o f = Idg, entdo a sequéncia
0—E L F %5 G—0 cinde.

Mostraremos que F' = Im(f) @ ker ().

(a) F=1Im(f)+ ker().
Sejam € F, temos ¢(m) € E, entdo f((m)) € Im(f).

Assim, (m — f(¢(m))) € F, aplicando a v neste elemento, obtemos

lm = F((m))) = w(m) —w(f((m)) - pois 1 & um A-homomorfismo
= (m) — (6o f)((m)) - definigio de composta
= (m) — Idp(i(m)) - pois o f = Idg
= P(m) —(m) - definigdo da Idp
= 0

Portanto, (m — f(1(m))) € ker(1).

Logo, podemos escrever
m = f((m)) + (m — f(b(m))) € Im(f) + ker(¢)).

Portanto,

F =1Im(f)+ ker(¢).

(b) A familia {Im(f), ker(¢)} é independente.
Sejay € Im(f) Nker(¢y), entdo y € Im(f) N ker(¢), logo existe x € E tal que f(z) =y

e também
V() =0=Y(f(x)=0= (Yo f)(z)=0= Idg(zx) =0=z=0.
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Logo,

Portanto, a familia {Im(f), ker(¢))} é independente.

Assim, segue de (a) e (b) que F' = Im(f) & Ker(¢).

(1) = (iii) Se a sequéncia cinde, entdo existe um A-homomorfismo ¢ : G — F tal que
gop = Idg.
De fato, escrevendo E’ = ker(g) e como a sequéncia cinde, entdo existe um submédulo E”

de F'talque ' = E' & E".

Assim, dado y € (G, como g é sobrejetora, pois a sequéncia € exata, entdo existe z € F' tal que

g(x) = y. Também, tem-se que = se escreve de modo unico como x = 2’ + 2", com 2z’ € E' e

2" € E”. Dai,
y = g()
= g(a' +2") -poisx = 2’ + x”
— g(g;’) + g(g;”) - pois g € um A-homomorfismo
= 0+ g(2") -pois ' € E' = ker(g)
= g(a")

Entdo, definamos ¢ da seguinte forma:

p:G—F

"

y — p(g(a")) = "
Vamos mostrar que ¢ é um A-homomorfismo.

Sejam y1, Yo € G, entdo existem 2, 25 € F tal que y; = g(z) e yo = g(a4) e a € A. Entio,

(@) o(y1 +y2) = oY1) + ©(va2)-

ey ty2) = ¢(g(af) + g(x3)) - substituindo y, = g(z7) e y2» = g(z5)
= (g2 +23)) - pois g é um A-homomorfismo
= 2]+, - definigdo da ¢
= (g(a)) + w(g(z5)) - definigdo da ¢
= »(y) +¢(y) - substituindo y, = g(zY) € y2 = g(5)
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(b) playr) = ap(yr).

ola) = plaglal)) _ substituigdio de g, = g()
= p(g(azl)) - pois g é um A-homomorfismo
= ax} - definicdo de ¢
= ap(g())) - defini¢do de ¢
= ap(y1) - pois y1 = g(7)

Portanto, segue de (a) e (b) que ¢ € um A-homomorfismo.

Mostraremos que g o p = Idg.

Seja y € G, entdo existe " € F tal que g(z”) = y. Assim

(gow)y) = gley)) - defini¢do de composta
= g(p(g(z"))) - substitui¢do de y = g(z")
= g(2") - definicdio de ¢
=y - defini¢do de g
= Idg(y) - defini¢do de Idg

Logo, g o p = Idg.

(17i) = (i) Se existe um A-homomorfismo ¢ : G — F tal que g o ¢ = Id, entdo a sequéncia é

cinde. Vamos mostrar que F' = ker(g) ® I'm(y). Para isto, mostraremos que:

(a) F = ker(g)+ Im(p).
De fato, sejam € F,entdo g(m) € G,logo p(g(m)) € Im(p). Assim, (m — p(g(m))) € F.

Aplicando a g neste elemento, obtemos

g(m —¢(g(m))) = g(m) = g(p(g(m))) - pois g € um A-homomorfismo
= g(m) = (go¢)(g(m)) - definigao de composta
= g(m) — Idg(g(m)) -pois gop = Idg
= g(m) — g(m) - definigio de Id;
=0

Portanto, (m — ¢(g(m))) € ker(g).
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Logo, podemos escrever

m = (g(m)) + (m — p(g(m))) € Im(p) + ker(g).
Portanto, F' = ker(g) + Im(yp).

(17) A familia {Im(y), ker(g)} é independente.
Sejay € Im(p) Nker(g),entdoy € Im(p) ey € ker(g). Assim,

y € Im(p)=3Im € Gtal que p(m) =y ecomoy € ker(g), temos
9(y) = 0= g(p(m)) = 0= (gop)(m) = 0= Idg(m) = 0= m=0.
Logo,
y=p(m)=y=0p(0)=y=0.
Portanto, a familia {Im(y), ker(g)} é independente.
Segue de (a) e (b) que F' = ker(g) ® Im(yp).

Agora, como Y o f = Idg e go ¢ = Idg, temos que f e ¢ sdo injetoras e aplicando o

teorema do homomorfismo para médulos temos
E~FE/ker(f) ~Im(f) e G~G/ker(p)~Im(p).

Portanto,

E~Im(f)=ker(g) e G~ Im(p).

Logo,
F~FE®G, pois F = ker(g) ® Im(p).
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5.2 Modulos Livres

Sejam A um anel e I um conjunto de indices. Denotaremos por AY) a soma direta externa

Z A;,onde A; = A,V i € I. Assim, AY) é o conjunto das familias quase nulas ()\;);c;, com
el

N E€EANiel

Definicao 5.2. Seja {m;};c; uma familia de elementos de um A-mddulo M. Dizemos que um

elemento m € M é uma combinagdo linear dos elementos desta familia se existe (\;);c; tal que

Observamos que esta soma faz sentindo e é finita, pois as familias (\;);c; sd@o quase nulas.

Definicio 5.3. Dizemos que um subconjunto S = {m;};c; de um A-mddulo M é um gerador de

M se todo elemento de M for uma combinagdo linear de elementos de S.

Definicdo 5.4. Uma familia {m;},c; de elementos de um A-mddulo M é linearmente indepen-

dente ou livre se para toda (\;)ie; € AD, tem-se

D Ami=0=X\=0,Viel

iel
Uma familia que ndo € linearmente independente chama-se linearmente dependente.

Definicdo 5.5. Uma familia {m;},c; de elementos de um A-médulo M é uma base de M se é uma

familia linearmente independente e gera M.
Definicao 5.6. Dizemos que um A-modulo M ¢é livre se existe uma base para M.

Exemplo 5.1. Todo espaco vetorial sobre um corpo K € um K-modulo livre.

De fato, mostra-se que todo espaco vetorial sobre um corpo K possui uma base, logo € um

K-moédulo livre.

Exemplo 5.2. Se A é um anel comutativo com elemento unidade, entdo o A-moédulo 4 A € livre e
o conjunto {1} é uma base. Mas geralmente, {u} é base de A, se e somente se, u é um elemento

inversivel de A.

De fato, sendo {u} uma base, entdo para todo x € A existe A\ € A tal que

T = \u.
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Entdo, tomando x = 1, temos que existe \; € A tal que
1= \u.
Logo, u € inversivel.
Reciprocamente, se u ¢ um elemento inversivel de A, entdo existe A € A tal que

Au=1. 5.1

Dai, para todo x € A, temos

r = xl. (5.2)

Substituindo (5.1)) em (/5.2)), temos

r=z(Au) =z = (z)\)u.

Portanto, {u} gera A. E se a € A é tal que au = 0, multiplicando a direita v’ € A temos,

(au)u' = 0u' = (au)u’ =0 = a(uu') = 0.

Como u € inversivel, segue que

al=0=a=0.

Logo, {u} é linearmente independente e portanto base de A.

Como consequéncia, do Exemplo temos que as unicas bases do Z-mddulo 7Z sdo {—1} e

{1}, pois estes sdo os tnicos elementos inversiveis de Z.

Observacao 5.1. Qualquer subconjunto do A-médulo 4 A com mais de um elemento é linear-

mente dependente.

Com efeito, consideremos uma familia X C 4 A com mais de um elemento. Tomemos

0 # a,b € X, coma # b, assim temos a seguinte combinagdo linear
a-b+(—a)-b=0.

com (—a),b € A ndo nulos, logo esta familia é linearmente dependente. Entdo, resulta que as

bases do A-médulo 4 A s6 podem ser conjuntos unitérios, ou seja, da forma {u}, com u € A.
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Exemplo 5.3. Um ideal a esquerda / de um anel A é um A-mddulo livre, se e somente se, [ é

principal e um gerador a de I é tal que Anl(a) = 0.

De fato, se / ¢ um A-mdédulo livre, entdo existe uma base para /. Se esta base tiver mais de

um elemento digamos 1, x5 com x; #* T, temos que

ZL‘l(ZL'Q) + $2(—ZL‘1) = 0.
com xo, (—z1) € I ndo todos nulos, o que é um absurdo, pois z; e x5 pertencem a uma base de /,
logo sdo independentes.
Portanto, uma base para I é da forma {a}, entdo I = (a), segue entdo que I é principal.

Além disso, Anl(a) = 0, pois caso contrdrio, se ndo fosse existiria um 0 # = € A tal que

xa = 0, e isto é um absurdo, pois {a} ndo seria base.

Reciprocamente, se I é principal e um gerador a de [ é tal que Anl(a) = 0, entdo {a} é uma

base de /.

Com efeito, seja a um gerador de /, entdo [ = (a), logo temos que a gera I, agora como o
Anl(a) = 0, segue que
ra=0= 2 =0.
Logo, a € linearmente independente.

Portanto, {a} € uma base de I.

Exemplo 5.4. No Z-médulo Z @ Z, o conjunto {e1, e}, onde e; = (1,0) e e; = (0,1), é uma

base.

Mais geralmente, dado um anel A, consideremos a soma direta AU Indicaremos por e 0
elemento e, = (x;);e; onde , = 1 e x; = 0, se i # k. Entdo a familia {e }rc; é uma base de

AU chamada base candnica.

5.3 Moédulo x Espaco Vetorial

A seguir, damos alguns exemplos para mostrar que nem sempre os modulos se comportam
como um espaco vetorial e que certas propriedades que intuitivamente podem parecer verdadeiras

sdo, em geral, falsas.
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Espaco Vetorial

Moédulo

e Todo subconjunto linearmente in-
dependente pode ser ampliado a uma

base.

o Em geral, isto ndo é verdade, por exemplo, o Z-
moédulo 77 € livre e temos que o conjunto {2} é
linearmente independente. No entanto ndo € base,
pois s6 € base os elementos inversiveis, e nem pode
ser ampliado a uma base, pois pela Observagao [5.1]
todo conjunto com dois ou mais elementos € linear-

mente dependente.

e Todo conjunto gerador contém uma

base.

e Em geral, ndo é verdade, pois {2,3} gera 7Z,
porém ndo contém uma base, pois nenhum elemento

de {2, 3} é uma unidade de Z.

e Um conjunto € linearmente depen-
dente se, e somente se, um dos elemen-

tos é combinacdo linear dos demais.

e Em geral, ndo é verdade, por exemplo, con-
siderando novamente a familia {2,3} C 7Z, temos
que {2,3} ¢é linearmente dependente. Porém, ndo
existe nenhum o € Ztalque 2 =a-3oud =a- 2,

logo nenhum dos dois € combinacdo linear do outro.

e Todo espago vetorial tem base.

e Nem todo submddulo de um moédulo livre € livre,
pois 0 Zg considerado como médulo sobre si mesmo
é livre com base {1}, mas por exemplo, 0 submé-
dulo H = {0, 2,4} de Z¢ ndo ¢ livre, pois nio pos-
sui nenhuma base, ja que todo subconjunto unitario

de H é linearmente dependente.

e Seja W & V um subespaco de um
espaco vetorial V' de dimensao finita.
Entdo a cardinalidade de uma base de
W € menor que a cardinalidade de uma

base de V.

e Seja M um A-mdédulo livre e S & M um submoé-
dulo, também livre. Nem sempre € verdade que a
cardinalidade de uma base de .S € menor que a car-
dinalidade de uma base de M. pois consideremos
0 Z-médulo Z & Z e o subméddulo S gerado pelos
elementos (1,1) e (—1,1). Temos que S C Z &® Z,
pois por exemplo, e; = (1,0),e2 = (0,1) & S.
Agora {eq, ez} é base de Z @ Z com cardinalidade 2
e {(1,1),(—1,1)} é base de S com a mesma cardi-

nalidade de Z @ Z.
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Proposicdo 5.2. Sejam M e N A-mddulos. Suponhamos M livre com X = {x;}ic; uma base

de M e f : X — N uma funcdo. Entdo, f pode ser estendida de modo iinico a um A-

homomorfismo f : M — N tal que f(z;) = f(2;),V z; € X.

Demonstracao:

Seja

f: X —N

Como X € base de M, entdo todo m € M se escreve de modo tinico como

m = Z )\Z'.fll'i, com ()\i)iel € A(I)

el

Definamos f da seguinte forma

f:M—N

el i€l

e Mostraremos que f € um A-homomorfismo.

Sejam mq, ms € M, entdo my = Z)\ﬂi e my = Zﬁﬂi eac A

Entao,

(4) 7(m1 +my) = T(ml)

f(my +my)

el i€l

+ f(mo)
f (Z N + Z ﬁﬂ?i) - substituicdo de mq e mo
iel icl
f (Z()‘Z + ﬁJx,) - def. de soma de somatério e M é um A-médulo
icl
Z()\i + Bi) f (i) - definigdo de f
il
Z Nif(x;) + Z Bif(x;) - def. de soma de somatério e N é um A-médulo
iel iel

I (Z )\ixi> +f (Z ﬂixZ) - definicdo de f

i€l i€l

f(m1) + f(mo)
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S (Z )\if(xi)>

icl

= af (Z )\x>

el

= af(m)

- substitui¢do de m;

- propriedade de somatdrio

- definicdo de f

- propriedade de somatério

- definicdo de f

Portanto, segue de (i) e (ii) que f é um A-homomorfismo.

e Mostraremos que f(z;) = f(x;),V x; € X.

De fato, dado x; € X, temos que z; = 1 - z;, entdo aplicando f temos

flx:) =

e Mostraremos agora a unicidade de f.

- definicdo de f

Sejam g : M — N um A-homomorfismo tal que g(z;) = f(z;),Vz; € Xe m = Z iz € M,

aplicando g em m, temos

g(m) = 9<Z/\i$z‘>

i€l

= Z )\ig(xi)

iel

= Z Aif ()

iel
- 7($)
iel
= f(m)
Portanto, f é tnica.
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Corolario 5.1. Se M é um A-mddulo com base X = {x;}icr, entdo M ~ AU,
Demonstracdo:

Seja y = {ex }rer a base candnica de AU) e consideremos a fungio
f: X — AD

r; — f(1;) = e

Vamos mostrar que a extensio f : M — A) definida na Proposicdo|5.2é um isomorfismo.

(i) f é sobrejetora.
Sejam m = Z Na; € Meae AD, como y é base de AD, entdo a se escreve de forma

i€l
dnica como

el
= Z Nif () - definigdo de f
i€l
= f (Z )\Z-xi) - defini¢do de f
iel
= f(m)

Portanto, dado a € AY), existe m = Z \iz; € M tal que f(m) = a.
il

Logo, f é sobrejetora.

(4i) f é injetora.

Sejam = Z M\iz; € M tal que f(m) = 0, mostraremos que m = 0.

icl
De fato,
0 = f(m)
= f (Z /\ixi) - substituicdo de m
el
= Z i f(x;) - definicdo de f
iel
= Z \i€i - defini¢do de f
iel
= N\, Viel - pois y é base e {ex }rer € LI
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Portanto, m = 0. Logo, f é injetora.

Assim,

|

Proposicao 5.3. Se f : M — N é um isomorfismo de A-modulos e M é livre, entdo N também

06é.
Demonstracao:

Seja f : M — N um isomorfismo, como M ¢é livre tem base, seja X = {z;};,c; uma base de

M. Vamos mostrar que y = {f(z;)};c; é uma base de N.

(1) y gera N.
Sejan € N, como f é sobrejetora, temos que n € Im/(f), assim existe m = Z Nx; € M
il
tal que
n = f(m)
= f (Z Aﬂ;i) - substituicdo de m
iel
= Z Aif(x;) - pois f é um A-homomorfismo
iel
(77) y é linearmente independente.
Seja (\;)icr € AD tal que
i€l iel iel
Como o ker(f) = {0}, segue que
il
Como X ¢€ base, temos que
ANi=0,Viel
Portanto, y € linearmente independente.
Entdo, segue de (i) e (i) que y = {f(x;) }ic; € uma base de N. O
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Proposicao 5.4. Todo A-modulo é isomorfo a um quociente de um A-mddulo livre.
Demonstracdo:

Sejam X = {z;},c; um gerador de um A-médulo M e Y = {ej}resr a base candnica do
A-médulo AY). Considere

f:Yy—»mm
e; — fle;) = x.

Como X ¢é gerador, entdo a extensdo f : AY) — M é um epimorfismo, pois

m = Zaixi =m= Zaif(ei) =>m= Zf(aiei).

i€l i€l i€l
Logo, pelo teorema do homomorfismo para médulos, temos que
AD Jker(f) ~ M.

O
Proposicao 5.5. Sejam M, N e L A-modulos, f : M — N um A-epimorfismoe g : L — N

um A-homomorfismo. Se L é livre, entdo existe um A-homomorfismo h : L — M tal que o

diagrama abaixo

comuta, isto é, f o h = g.

Demonstracdo:

e Existéncia da h.

Seja X = {x;}ie; uma base de L, queremos construir um A-homomorfismo
h:L— M.

JiqueVz; € X, temos g(z;) € N, como f éum A-epimorfismo, segue que g(z;) € Im(f),

entdo existe m; € M tal que f(m;) = g(x;). Consideremos
hl X — M

onde f(m;) = g(;).
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Pela Proposi¢ao temos que h se estende a um tnico A-homomorfismo A : L — M

tal que h(x;) = hy(z;), Vx; € X.

e Mostraremos que f o h = g.

De fato, dado [ = Z Aiz; € L, temos que

iel
(foh)(l) = f(h() - defini¢do de composta
= fn (Z A:c)) - substituicdo de [
iel
= f Z AJL(@)) - pois i € um A-homomorfismo
iel
iel
= Z Aif(hy(x;)) - pois f é um A-homomorfismo
iel
= Z i f(m;) - pois hy(z;) € M
iel
= Z Aig(@;) - pois f(m;) = g(z;)
iel
=g (Z )\l(xl)> - pois g € um A-homomorfismo
iel
= g(l) - substitui¢do de [
Portanto, f o h = g. O

Corolario 5.2. Dada uma sequéncia exata de A-modulos

0—sM -5 N -2 L—0,

Se L ¢é livre, entdo a sequéncia cinde, isto é, N ~ M & L.
Demonstracao:

Consideremos o diagrama

0 M N L 0

Pela Proposi¢ao existe um A-homomorfismo h : L — N tal que g o h = Idy, e pela
Proposigdo[5.1]a sequéncia cinde, logo N ~ M & L. O
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Corolario 5.3. Se f : M — L é um epimorfismo com L livre, entdo M ~ ker(f) @ L.
Demonstracdo:

Construimos a sequéncia abaixo que € exata,

0—ker(f) MLy —o0

Logo, pelo Coroldrio[5.2] temos M ~ ker(f) & L. ]

Corolario 5.4. Seja N um submédulo de um A-mdédulo livre M tal que o quociente M /N também

é livre. Entdao, N é um somando direto de M e todos os seus suplementares sao submodulos livres.
Demonstracao:

Consideremos a sequéncia abaixo, que € exata

0—sN — M = M/N—s0

Logo, pelo Corolario ela é cinde e portanto M ~ N @ M /N. Como os suplementares de
um submdédulo sdo todos isomorfos, segue que se N’ é um suplementar de N, entdo N’ ~ M /N

e portanto € livre. O
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