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Prof. Ms. Renato Fabŕıcio Costa Lobato (UFPA)

DATA DA AVALIAÇÃO: / /
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Introdução

Tecnologias modernas e aplicações à ciência requerem modelos matemáticos de sólidos que

facilitem o cálculo das deformações e tensões com suficiente precisão e sem excessiva análise

matemática. O modelo que analizaremos, t́ıpico e fundamental na área de estrutura mecânica,

torna possivel atingir este objetivo. Por essa razão, é bastante utilizado na área de engenharia.

Definimos uma viga como um membro de estrutura delgada, carregada transversalmente cujo

comprimento é grande em relação à largura e seção transversal plana. Iremos assumir que a área

da seção transversal da viga é simétrica com respeito ao eixo z e que todas as cargas transversais

agindo sobre a viga possuem uma simetria semelhante. O modelo que analizaremos foi deduzido

por S. P. Timoshenko e consiste em uma aproximação da Teoria da Elasticidade Tridimensional.

Quando levamos em consideração a variável z da teoria espacial, resulta o modelo de Kirchhoff

e pode ser visto em Lagnese-Lions [3] que a solução única desse problema aproximado converge,

em uma adequada topologia, para a solução do modelo tridimensional de Kirchhoff sujeito a

apropriadas condições de fronteira.

Nesse sentido, as pequenas vibrações transversais de uma viga são dadas por um sistema

unidimensional acoplado de duas equações diferenciais

ρAϕtt(x, t) = Qx(x, t), (1)

ρIψtt(x, t) = Mx(x, t)−Q(x, t), (2)

em que t é o tempo, x é a distância ao longo da linha central da viga, ϕ é o deslocamento

transversal, ψ a rotação nas seções transversais, ρ é a densidade da massa do material do qual

a viga é composta, M é o momento de curvatura, Q é o esforço do cortante, A a área de seção

transversal e I é o momento de inércia da seção.

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA



Introdução 10

As relações de flexão-esforço para o comportamento elástico são dadas por:

M(x, t) = EIψx(x, t), (3)

Q(x, t) = kAG(ϕx(x, t) + ψ(x, t)), (4)

em que E é o módulo de elasticidade de Young, G é o módulo de rigidez do cortante e k é o

fator de correção do cortante.

Assim, usando essas relações, Timoshenko chegou as seguintes equações diferenciais parciais

hiperbólicas

ρAϕtt − (κAG(ϕx + ψ))x = 0 em (0, L)× (0, T ), (5)

ρIψtt − (EIψx)x + κAG(ϕx + ψ) = 0 em (0, L)× (0, T ). (6)

Observabilidade da fronteira para equação de ondas

A fim de motivar nossos estudos, analisaremos primeiramente as propriedades de observabil-

idade da equação de propagação de ondas unidimensional dada por:

utt − uxx = 0 em (0, L)× (0, T ), (7)

u(0, t) = u(L, t) = 0 = 0 0 < t < T, (8)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), 0 < x < L. (9)

Em (7)−(9), u = u(x, t) descreve o deslocamento de uma corda vibrante atuando no intervalo

(0, L).

Matematicamente o problema (7)−(2.3) é bem posto no espaço de energiaH1
0 (0, L)×L2(0, L).

Mais precisamente, para quaisquer (u0, u1) ∈ H1
0 (0, L)× L2(0, L) existe uma única solução

u ∈ C([0, T ];H1
0 (0, L)) ∩ C1([0, T ];L2(0, L)).

A energia das soluções é dada por,

E(t) :=
1

2

∫ L

0

[
|ut|2 + |ux|2

]
dx, ∀t ≥ 0, (10)

e ela é conservada ao longo do tempo, isto é,

E(t) = E(0), ∀t ≥ 0. (11)



Introdução 11

O problema de observabilidade da fronteira de (7) − (9) pode ser formulado da seguinte

maneira: Dado um T > 0, existe C(T ) > 0 tal que a seguinte desigualdade

E(0) ≤ C(T )

∫ T

0
|ux(L, t)|2dt, (12)

conhecida como desigualdade de observabilidade é valida para todas as soluções de (7)− (9).

A desigualdade (12), quando existe, garante que a energia total das soluções de (7) − (9)

pode ser “observada”ou estimada a partir da energia concentrada na fronteira x = L durante

um determinado espaço de tempo. Isto de fato ocorre, pois usando o fato de que a energia é

conservada, resulta que

E(t) = E(0) ≤ C(T )

∫ T

0
|ux(L, t)|2dt. (13)

Já a constante C(T ) na desigualdade (12) será referida como a constante de observabilidade.

Estrutura do TCC

Neste trabalho, construiremos uma desigualdade de observabilidade para o sistema de Tim-

oshenko (5)− (6). Tal desigualdade envolve um termo global e um termo pontual, mas precisa-

mente, provamos que

E(0) ≤ C(T )

ρ2L
2

T∫
0

ψ2
t (L, t)dt+ ρ2

T∫
0

L∫
0

|ψt|2dxdt

 , (14)

onde C(T ) > 0.

Por meio da Desigualdade de Ingham, que desenvolvemos no caṕıtulo 1, mostramos que esta

desigualdade pode ser otimizada. Ou seja, provamos que

E(0) ≤ Ĉ(T )

ρ2L
2

T∫
0

ψ2
t (L, t)dt

 . (15)

Ressaltamos que todos os resultados aqui apresentados são novos na literatura matemática

concernente a observabilidade de E.D.P’s.
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Caṕıtulo 1

Desigualdade de Ingham

Este caṕıtulo descrevemos sobre a desigualdade de Ingham. Tal desigualdade por exemplo é

usada para fazermos boas estimativas quando analizamos as soluções de um sistema na fronteira,

ou seja, buscamos melhorar o máximo posśıvel o nosso resultado.

1.1 Prova da Desigualdade de Ingham

Enunciaremos a desigualdade no teorema e em seguida demonstraremos tal como foi desen-

volvido por Ingham [6].

Teorema 1.1 Seja {λk} k ∈ Z, uma sequência de números reais tais que

λk+1 − λk ≥ γ > 0 ∀ k ∈ Z.

Então para qualquer T > 2π
γ existem constantes positivas Cj(T, γ) > 0, j = 1, 2 tal que

C1(T, γ)
∑
k∈Z
|ak|2 ≤

T∫
−T

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

ake
iλkt

∣∣∣∣∣
2

dt ≤ C2(T, γ)
∑
k∈Z
|ak|2, (1.1)

para toda sequência de números complexos {ak} ∈ l2.

Demonstração: Primeiramente vamos estudar o caso em que T = 2π e γ > 1. Com efeito,

se T > 2π
γ , ou γT > 2π, multiplicando esse intervalo por 2π

T e definindo por s :=
2πt

T
e por

µn =
Tλn
2π

obtemos

T∫
−T

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
iλnt

∣∣∣∣∣
2

dt =
T

2π

2π∫
−2π

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
iµns

∣∣∣∣∣
2

ds.

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA



Desigualdade de Ingham 13

Segue que µn+1 − µn =
T

2π
(λn+1 − λn), por hipótese temos λn+1 − λn > γ > 0, então

λn+1 − λn >
Tγ

2π
:= γ1 > 1.

Agora vamos mostrar que existe uma constante C1 > 0 tal que

T∫
−T

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
iλnt

∣∣∣∣∣
2

dt ≥ C1(T, γ)
∑
n∈Z
|an|2. (1.2)

A desigualdade (1.2) é chamada de desigualdade indireta e é a chave principal para chegarmos

a desigualdade de observabilidade.

Para tal finalidade, definimos o funcional h : R −→ R+ tal que

h(s) =

 cos
(
s
2

)
, se |s| ≤ π

0 , se |s| > π.
(1.3)

A transformada de Fourier é definida como

H(ξ) = F(h(s)) =

+∞∫
−∞

h(s)eiξsds, (1.4)

aplicando a transformada de Fourier em (1.3) temos:

H(ξ) =

+∞∫
−∞

h(s)eiξsds =

+∞∫
−∞

cos
(s

2

)
eiξsds

=

π∫
−π

cos
(s

2

)
eiξsds,

integrando por partes obtemos:

H(ξ) = 2 sin
(s

2

)
eiξs
∣∣∣π
−π
− 2ξi

π∫
−π

sin
(s

2

)
eiξsds

= 2
(
eiξπ + e−iξπ

)
− 2ξi

π∫
−π

sin
(s

2

)
eiξsds.

Usando a identidade de Euler eiθ = cos(θ) + i sin(θ), temos assim que

H(ξ) = 4 cos(πξ)− 2ξi

π∫
−π

sin
(s

2

)
eiξsds,

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA
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integrando por partes, novamente, resulta

H(ξ) = 4 cos(πξ)− 2iξ

−2 cos
(s

2

)
eiξs
∣∣∣π
−π

+ 2ξi

π∫
−π

cos
(s

2

)
eiξsds


= 4 cos(πξ) + 4ξ2

π∫
−π

cos
(s

2

)
eiξsds

︸ ︷︷ ︸
H(ξ)

H(ξ)− 4ξ2H(ξ) = 4 cos(πξ).

Deste modo obtemos

H(ξ) =
4 cos(πξ)

1− 4ξ2
(1.5)

Sabendo que 0 ≤ h(s) < 1, para qualquer s ∈ [−π, π] decorre que

T∫
−T

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
iλns

∣∣∣∣∣
2

ds ≥ T

2π

2π∫
−2π

h(s)

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
iµns

∣∣∣∣∣
2

ds, (1.6)

e ainda

2π∫
−2π

h(s)

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
iµns

∣∣∣∣∣
2

ds =

2π∫
−2π

h(s)
∑
n,m∈Z

ane
iµnsameiµmsds

=

2π∫
−2π

h(s)
∑
n,m∈Z

ane
iµnsame

−iµmsds

=

2π∫
−2π

h(s)
∑
n,m∈Z

aname
i(µn−µm)sds

=
∑
n,m∈Z

anam

π∫
−π

h(s)ei(µn−µm)sds.

Observando a definição (1.4) da transformada de Fourier, então podemos reescrever a igual-

dade acima como

2π∫
−2π

h(s)

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
iµns

∣∣∣∣∣
2

ds =
∑
n,m∈Z

anamH(µn − µm) = H(0)
∑
n∈Z
|an|2 +

∑
n6=m∈Z

anamH(µn − µm)

Tomando o valor absoluto na ultima igualdade acima e usando a desigualdade

|x+ y| ≥ |x| − |y|

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA



Desigualdade de Ingham 15

temos:∣∣∣∣∣∣H(0)
∑
n∈Z
|an|2 +

∑
n6=m∈Z

anamH(µn − µm)

∣∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣H(0)

∑
n∈Z
|an|2

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣
∑

n6=m∈Z
anamH(µn − µm)

∣∣∣∣∣∣
≥ H(0)

∑
n∈Z
|an|2 −

∑
n 6=m∈Z

|anamH(µn − µm)|.

Aplicando a versão discreta da desigualdade de Hölder no produto
∑
|anamH(µn − µm)|

resulta

2π∫
−2π

h(s)

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
iµns

∣∣∣∣∣
2

ds ≥ H(0)
∑
n∈Z
|an|2 −

 ∑
n6=m∈Z

|anam|2
 1

2
 ∑
n6=m∈Z

|H(µn − µm)|2
 1

2

,

e como consequência

2π∫
−2π

h(s)

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
iµns

∣∣∣∣∣
2

ds ≥ H(0)
∑
n∈Z
|an|2 −

∑
n6=m∈Z

|anam|
∑

n6=m∈Z
|H(µn − µm)|.

Pela desigualdade de Young∑
n6=m∈Z

|anam| ≤
1

2

∑
n∈Z
|an|2 +

1

2

∑
m∈Z
|am|2

≤ 1

2

∑
n∈Z
|an|2 +

1

2

∑
n∈Z
|an|2 =

∑
n∈Z
|an|2,

decorre assim que

2π∫
−2π

h(s)

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
iµns

∣∣∣∣∣
2

ds ≥ H(0)
∑
n∈Z
|an|2 −

∑
n∈Z
|an|2

∑
n6=m∈Z

|H(µn − µm)|. (1.7)

Agora vamos fazer uma estimativa para
∑

n6=m∈Z
|H(µn − µm)|. Com efeito, usando (1.5)

∑
n6=m∈Z

|H(µn − µm)| =
∑

n6=m∈Z

∣∣∣∣4 cos((µn − µm)π)

1− 4(µn − µm)2

∣∣∣∣∑
n 6=m∈Z

|H(µn − µm| ≤
∑

n6=m∈Z

4

|1− 4(µn − µm)2|

≤
∑

n 6=m∈Z

4

4|(µn − µm)2 − 1|
.

Por outro lado, µn+1−µn > γ1 > 0, então µn+1 > µn+γ1. Se para n = 1 temos µ2 > µ1+γ1,

para n = 2, µ3 > µ2 + γ1 = µ1 + γ1 + γ1 = µ1 + 2γ1, procedendo nesse racioćıcio, então após as

n iterações vamos ter

µn > µ1 + (n− 1)γ1.

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA
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Consequentemente, para n > m temos µn > µm e dáı vem que

µn − µm ≥ (n−m)γ1 ⇒
1

µn − µm
≤ 1

(n−m)γ1
.

Assim, ∑
n 6=m∈Z

|H(µn − µm)| ≤
∑

n6=m∈Z

4

4γ21 |n−m|2 − 1

≤ 4

γ21

∑
n6=m∈Z

1

4|n−m|2 − 1
γ21

≤ 8

γ21

∑
n6=m∈Z

1

4|n−m|2 − 1
.

Fazendo r := |n−m|, r ∈ Z temos∑
n6=m∈Z

|H(µn − µm)| ≤ 8

γ21

∑
r≥1

1

4r2 − 1
=

8

γ21

1

2

∑
r≥1

(
1

2r − 1
− 1

2r + 1

)
=

4

γ21
. (1.8)

Agora, substituindo a estimativa (1.8) em (1.7) resulta

2π∫
−2π

h(s)

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
iµns

∣∣∣∣∣
2

ds ≥ H(0)
∑
n∈Z
|an|2 −

4

γ21

∑
n∈Z
|an|2 =

(
4− 4

γ21

)∑
n∈Z
|an|2. (1.9)

Substituindo a desigualdade (1.9) em (1.6) segue que

T∫
−T

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
iλns

∣∣∣∣∣
2

ds ≥ T

2π

(
4− 4

γ21

)∑
n∈Z
|an|2.

Como γ1 =
Tγ

2π
, resulta assim que:

T∫
−T

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
iλns

∣∣∣∣∣
2

ds ≥ T

2π

(
4− 4

T 2γ2

4π2

)∑
n∈Z
|an|2 ≥

2

Tπ

(
T 2 − 4π2

γ2

)∑
n∈Z
|an|2

Desde que T > 2π
γ então existe uma constante C1(T, γ) :=

2

Tπ

(
T 2 − 4π2

γ2

)
> 0, do qual

vale a desigualdade indireta

T∫
−T

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
iλns

∣∣∣∣∣
2

ds ≥ C1(T, γ)
∑
n∈Z
|an|2. (1.10)

Agora, o próximo passo é mostrar que existe uma constante C2 > 0 tal que

T∫
−T

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
iλnt

∣∣∣∣∣
2

dt ≤ C2(T, γ)
∑
n∈Z
|an|2.

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA
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Para este caso consideremos o funcional h : R −→ R+ definido por

h(s) =

 cos
(
s
2

)
, se |s| ≤ π

2

0 , se |s| > π
2 .

(1.11)

De forma análoga ao que foi feito na primeira parte dessa demonstração temos

H(ξ) =
4

1− 4ξ2
cos(πξ). (1.12)

Sendo h(s) ∈ [
√
2
2 , 1) vem que

T∫
−T

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
iλnt

∣∣∣∣∣
2

dt ≤ T

π

2π∫
−2π

h(s)

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
iµns

∣∣∣∣∣
2

ds (1.13)

e seguindo os mesmos passos da demonstração anterior obtemos

2π∫
−2π

h(s)

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
iµns

∣∣∣∣∣
2

ds = H(0)
∑
n∈Z
|an|2 +

∑
m6=n∈Z

|anamH(µn − µm)|. (1.14)

Então, pela desigualdade |x+ y| ≤ |x|+ |y|

H(0)
∑
n∈Z
|an|2 +

∑
m 6=n∈Z

|anamH(µn − µm) ≤ 4
∑
n∈Z
|an|2 +

4

γ21

∑
n∈Z
|an|2

≤
(

4 +
4

γ21

)∑
n∈Z
|an|2

≤ 4

π

(
T 2 +

4π2

γ2

)∑
n∈Z
|an|2.

Assim, para todo T > 0 existe a constante C2(T, γ) :=
4

Tπ

(
T 2 +

4π2

γ2

)
> 0 tal que

T∫
−T

∣∣∣∣∣∑
n∈Z

ane
iλnt

∣∣∣∣∣
2

dt ≤ C2(T, γ))
∑
n∈Z
|an|2 (1.15)

e assim conclúımos a prova do Teorema. �
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Caṕıtulo 2

Série de Fourier do Sistema de

Timoshenko

Neste caṕıtulo vamos determinar a solução em série de fourier para o problema abordado na

introdução. O objetivo é determinar o autovalor λ a partir das autofunções que devidamente

satisfazem as condições de fronteira do respectivo sistema.

Agora reescrevemos (5)-(6), onde denotamos por ρ1 = ρA, κ = kGA, ρ2 = ρI e b = EI. Aqui

usamos ρ para densidade, E para o módulo de elasticidade, G para o módulo de cisalhamento, k

para o fator de cisalhamento, A para a área da secção transversal e I para o momento de inércia

da secção transversal, onde todas essas quantidades são positivas.

Consideremos o seguinte sistema:

ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x = 0, em (0, L)× (0, T ), (2.1)

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ) = 0, em (0, L)× (0, T ), (2.2)

ϕ(0, t) = ψx(L, t) = 0, ψ(0, t) = ϕx(L, t) + ψ(L, t) = 0, 0 < t < T, (2.3)

ϕ(·, 0) = ϕ0(·), ϕt(·, 0) = ϕ1(·), ψ(·, 0) = ψ0(·), ψt(·, 0) = ψ1(·), ∀x ∈ (0, L). (2.4)

Vamos dar ińıcio ao cálculo da solução em série de Fourier do problema (2.1) - (2.4). Vamos

supor que as funcões ϕ e ψ podem ser escritas da seguinte forma:

ϕ(x, t) = S(t)u(x) (2.5)

ψ(x, t) = S(t)v(x). (2.6)
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Usando as condições de contorno (2.3) temos que

ϕ(0, t) = S(t)u(0)⇒ 0 = S(t)u(0),

e assumindo S(t) 6= 0, segue que u(0) = 0. Prosseguindo de forma análoga chegamos ao seguinte

resultado:

v(0) = vx(L) = ux(L) + v(L) = 0.

Agora, levando (2.5) e (2.6) em (2.1) - (2.2) temos o seguinte,

ρ1S
′′
(t)u(x)− κ(uxx(x) + vx(x))S(t) = 0,

ρ2S
′′
(t)v(x)− (bvxx(x) + κ(ux(x) + v(x))S(t) = 0.

Fazendo a separação de variáveis obtemos

S
′′
(t)

S(t)
=
κ(uxx(x) + vx(x)

ρ1u(x)
= −λ,

S
′′
(t)

S(t)
=
bvxx(x)− κ(ux(x) + v(x))

ρ2v(x)
= −λ.

Dessa igualdade tiramos o seguinte sistema de E.D.O’s com as condições de contorno,

κ(uxx(x) + vx(x)) + λρ1u(x) = 0, (2.7)

bvxx(x)− κ(ux(x) + v(x)) + λρ2v(x) = 0, (2.8)

u(0) = v(0) = vx(L) = 0, ux(L) + v(L) = 0. (2.9)

A partir de agora vamos determinar os autovalores λ para os quais o sistema (2.1) - (2.4)

tenha solução não trivial.

2.1 Análise Espectral

Nesta seção, determinaremos uma solução particular do sistema (2.7)− (2.9).

Proposição 2.1 O problema possui solução não trivial dada por

u(x) = A sin(θnx) e v(x) = B (1− cos(θnx)) (2.10)

com
A

B
=

2

θn
se ,e somente se

κ

ρ1
=

b

ρ2
, sendo θn =

(2n+ 1)π

L
, n ∈ Z.
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Demonstração: Vemos claramente que as autofunções (2.10) satisfazem as condições (2.9)

assim, segue de (2.7) que

sin(θnx)(−κAθ2n + κBθn + ρ1Aλ) = 0.

Como não queremos a solução nula então assumimos que sin(θnx) 6= 0, logo só podemos ter,

−κAθ2n +Bκθn + ρ1λA = 0. (2.11)

Da mesma forma fazemos com a equação (2.8),

ρ2B(1− cos(θnx)) + bBθ2n cos(θnx)− κ(Aθn cos(θnx) +B(1− cos(θnx)) = 0,

dáı

cos(θnx)(bBθ2n − κAθn) + (1− cos(θnx))(λρ2B − κB) = 0.

Assumindo que cos(θnx) 6= 0 e 1− cos(θnx) 6= 0 então temos

λρ2B − κB = 0 (2.12)

bBθ2n − κAθn = 0. (2.13)

A partir de (2.12) tiramos o valor de λ, dado por:

λ =
κ

ρ2
. (2.14)

De (2.11) e (2.13) tiramos, respectivamente, os seguintes quocientes ;

A

B
=
bθn
κ

e
A

B
=

κ

κθ2n − ρ1λ
. (2.15)

Comparando eles temos:

bθn
κ

=
κ

κθ2 − ρ1λ
⇒ λ =

κ

ρ1
θ2n −

κ2

bρ1
.

Reescrevemos da seguinte forma:

λ =
κ

ρ1
θ2n −

κ2

bρ1

ρ2
ρ2
⇒ λ =

κ

ρ1
θ2n −

κ

ρ2

κρ2
bρ1

.

Agora usando o valor de λ que é dado em (2.14) temos:

ρ1
κ
λ = θ2n − λ

ρ2
b
.
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Logo obtemos o autovalor indexado λn que é dado por

λn = θ2n

(ρ1
κ

+
ρ2
b

)−1
. (2.16)

De umas das condições de (2.9) tem-se que ux(L) + v(L) = 0, usando as autofunções (2.10)

na mesma vemos que ela é satisfeita se
A

B
=

2

θn
, comparando com o primeiro quociente dado

por (2.15) resulta:

bθn
κ

=
2

θn
⇒ θ2n =

2κ

b
. (2.17)

Agora, como os autovalores devem ser iguais, assumimos que λn = λ, usando (2.17) em

(2.16) chegamos a seguinte igualdade:

θ2n

(ρ1
κ

+
ρ2
b

)−1
=

κ

ρ2

θ2n =
κ

ρ2

(ρ1
κ

+
ρ2
b

)
2κ

b
=

ρ1
ρ2

+
κ

b

e assim conclúımos que

κ

ρ1
=
b

ρ2

. (2.18)

�

Com base na Proposição 2.1, λn = θ2n

(ρ1
κ

+
ρ2
b

)−1
temos a solução do sistema (2.1)− (2.4)

via Série de Fourier.

Proposição 2.2 A série de Fourier do sistema (2.1) - (2.4) é dado por

ϕ(x, t) =

∞∑
n=1

An

(
an cos(

√
λnt) + bn sin(

√
λnt)

)
sin (θnx) (2.19)

ψ(x, t) =
∞∑
n=1

Bn

(
an cos(

√
λnt) + bn sin(

√
λnt)

)
(1− cos(θnx)) (2.20)

com λn dado por (2.16) e θn =
(2n+ 1)π

L
.

Demonstração: Da teoria das E.D.O’s sabemos que a solução de S′′(t) + λS(t) = 0 é

S(t) = a cos(
√
λt) + b sin(

√
λt)

donde, pela Proposição 2.1 segue o resultado. �
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Caṕıtulo 3

Desigualdade de Observabilidade

Este caṕıtulo é dedicado a estudar as propriedades da energia e a desigualdade de observabili-

dade que determinaremos usando técnicas multiplicativas.

3.1 Energia do sistema

Vamos mostrar nesta seção que a energia do sistema (2.1) − (2.4) é conservativa, isto é, que

ela se mantém constante ao logo do tempo. Nesse sentido, dizemos que o sistema (2.1) − (2.4)

é conservativo.

Proposição 3.1 (Conservação de Energia) Para todo t ≥ 0, a energia de (2.1) - (2.4) será:

E(t) = E(0), ∀t ≥ 0

onde

E(t) =

L∫
0

ρ1
2
ϕ2
tdx+

L∫
0

ρ2
2
ψ2
t dx+

L∫
0

b

2
ψ2
xdx+ κ

L∫
0

1

2
(ϕx + ψ)2dx. (3.1)

Demonstração: De fato, sendo ϕ e ψ soluções de (2.1) - (2.4) multipliquemos a equação

(2.1) por ϕt e (2.2) por ψt e integremos em (0, L). Assim, resulta que∫ L

0
(ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x)ϕtdx = 0,∫ L

0
(ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ))ψtdx = 0.
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Usando as seguintes identidades: ϕttϕt =
1

2

d

dt
|ϕt|2, ψttψt =

1

2

d

dt
|ψt|2 e ψxtψx =

1

2

d

dt
|ψx|2,

de onde obtemos

L∫
0

ρ1
2

d

dt
ϕ2
tdx− κ

L∫
0

(ϕx + ψ)xϕtdx = 0

L∫
0

ρ2
2

d

dt
ψ2
t dx− b

L∫
0

1

2

d

dt
ψ2
xdx+ κ

L∫
0

(ϕx + ψ)ψtdx = 0.

Somando as duas equações acima temos:

L∫
0

ρ1
2

d

dt
ϕ2
tdx+

L∫
0

ρ2
2

d

dt
ψ2
t dx+

L∫
0

1

2

bd

dt
ψ2
xdx = κ

L∫
0

(ϕx + ψ)xϕtdx− κ
L∫

0

(ϕx + ψ)ψtdx. (3.2)

Integramos por partes a primeira integral do lado direito de (3.2), deste modo

L∫
0

(ϕx + ψ)xϕtdx = κ

(ϕx(L, t) + ψ(L, t))ϕt(L, t)− (ϕx(0, t) + ψ(0, t))ϕt(0, t)−
L∫

0

(ϕx + ψ)ϕxtdx

 .
E, pelas condições (2.3), resulta

L∫
0

(ϕx + ψ)xϕtdx = −κ
L∫

0

(ϕx + ψ)ϕxtdx. (3.3)

Levando (3.3) em (3.2) temos

L∫
0

ρ1
2

d

dt
ϕ2
tdx+

L∫
0

ρ2
2

d

dt
ψ2
t dx−

L∫
0

1

2

bd

dt
ψ2
xdx+ κ

L∫
0

(ϕx + ψ) (ϕxt + ψt)dx = 0,

mais precisamente

L∫
0

ρ1
2

d

dt
ϕ2
tdx+

L∫
0

ρ2
2

d

dt
ψ2
t dx+

L∫
0

b

2

d

dt
ψ2
xdx+ κ

L∫
0

1

2

d

dt
|ϕx + ψ|2dx = 0,

e por
d

dt
ser linear podemos reescrever a equação acima como

d

dt

 L∫
0

ρ1
2
ϕ2
tdx+

L∫
0

ρ2
2
ψ2
t dx+

L∫
0

b

2
ψ2
xdx+ κ

L∫
0

1

2
(ϕx + ψ)2dx

 = 0,

fazendo

E(t) =

L∫
0

ρ1
2
ϕ2
tdx+

L∫
0

ρ2
2
ψ2
t dx+

L∫
0

b

2
ψ2
xdx+ κ

L∫
0

1

2
(ϕx + ψ)2dx, (3.4)

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA



Desigualdade de Observabilidade 24

temos assim que

d

dt
E(t) = 0.

Donde finalmente obtemos

E(t) = E(0), ∀t ≥ 0. (3.5)

o que prova que a energia do sistema é conservada. �

Teorema 3.1 Para todo T > 2C vale

E(ϕ,ψ, 0) ≤ 1

T − 2C

ρ2L
2

T∫
0

ψ2
t (L, t)dt+ ρ2

T∫
0

L∫
0

|ψt|2dxdt

 (3.6)

qualquer que seja a solução do sistema (2.1)-(2.4), onde
1

T − 2C
é a constante de observabili-

dade.

Demontração:De fato, multiplicando a equação (2.1) por xϕx e integrando em (0, L)× (0, T )

temos:

ρ1

T∫
0

L∫
0

ϕttxϕxdxdt = κ

T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)xxϕxdxdt

ρ1

L∫
0

ϕtxϕx∣∣∣T
0
−

T∫
0

1

2
x
d

dx
|ϕt|2dt

 dx = κ

T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)xxϕxdxdt

ρ1

L∫
0

ϕtxϕxdx−
ρ1
2

T∫
0

L∫
0

x
d

dx
|ϕt|2dxdt = κ

T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)xxϕxdxdt.

Denotando por Xϕ(t) := ρ1

L∫
0

ϕtxϕxdx obtemos

Xϕ(t)
∣∣∣T
0
− ρ1

2

T∫
0

 L∫
0

x
d

dx
|ϕt|2dx

 dt = κ

T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)xxϕxdxdt

Xϕ(t)
∣∣∣T
0
− ρ1

2

T∫
0

xϕt∣∣∣L
0
−

L∫
0

|ϕt|2dx

 dt = κ

T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)xxϕxdxdt.

Usando as condições dadas por (2.3) temos:

Xϕ(t)
∣∣∣T
0
− ρ1L

2

T∫
0

ϕ2
t (L, t)dt+

ρ1
2

T∫
0

L∫
0

|ϕt|2dxdt = κ

T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)xxϕxdxdt. (3.7)
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Agora vamos multiplicar a equação (2.2) por xψx e integrar em (0, L)× (0, T ), assim resulta

ρ2

T∫
0

L∫
0

ψttxψxdxdt︸ ︷︷ ︸
I1

− b
T∫
0

L∫
0

ψxxxψxdxdt︸ ︷︷ ︸
I2

= −κ
T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)xψxdxdt︸ ︷︷ ︸
I3

. (3.8)

Agora calculamos separadamente cada integral acima, ou seja, I1, I2 e I3 nessa ordem, assim

I1 = ρ2

T∫
0

L∫
0

ψttxψxdxdt = ρ2

L∫
0

ψtxψx∣∣∣T
0
−

T∫
0

1

2
x
d

dx
|ψt|2dt

 dx

= ρ2

L∫
0

ψtxψxdx
∣∣∣T
0
− ρ2

T∫
0

L∫
0

1

2
x
d

dx
|ψt|2dxdt

= ρ2

L∫
0

ψtxψxdx
∣∣∣T
0
− ρ2

2

T∫
0

x|ψt|2∣∣∣L
0
−

L∫
0

|ψt|2dx

 dt.

Usando as condições (2.3) e fazendo Yψ(t) := ρ2

L∫
0

ψtxψxdx conclui-se que:

I1 = Yψ(t)
∣∣∣T
0
− ρ2L

2

L∫
0

ψ2
t (L, t)dt+

ρ2
2

T∫
0

L∫
0

|ψt|2dxdt. (3.9)

Para I2:

I2 = b

T∫
0

L∫
0

ψxxxψxdxdt = b

T∫
0

ψxxψx∣∣∣L
0
−

L∫
0

ψx(xψxx + ψx)dx

 dt

I2 = bL

T∫
0

ψ2
x(L, t)dt− b

T∫
0

L∫
0

(ψx + xψxx)ψxdxdt

I2 = bL

T∫
0

ψ2
x(L, t)dt− b

T∫
0

L∫
0

|ψx|2dxdt− b
T∫
0

L∫
0

ψxxxψxdxdt︸ ︷︷ ︸
I2

2I2 = bL

T∫
0

ψ2
x(L, t)dt− b

T∫
0

L∫
0

|ψx|2dxdt.

Assim, pelas condições (2.3) obtemos:

I2 = − b
2

T∫
0

L∫
0

|ψx|2dxdt. (3.10)
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Finalmente, para I3 temos

I3 = −κ
T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)xψxdxdt = −κ
T∫
0

(ϕx + ψ)xψ
∣∣∣L
0
−

L∫
0

((ϕx + ψ)xx+ (ϕx + ψ))ψdx

 dt,

e das condições (2.3) resulta

I3 = κ

T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)xxψdxdt+ κ

T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)ψdxdt. (3.11)

Agora, substituindo (3.9), (3.10) e (3.11) em (3.8) vem que:

Yψ(t)
∣∣∣T
0
− ρ2L

2

L∫
0

ψ2
t (L, t)dt+

ρ2
2

T∫
0

L∫
0

|ψt|2dxdt+
b

2

T∫
0

L∫
0

|ψx|2dxdt =

κ

T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)xψdxdt+ κ

T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)ψdxdt. (3.12)

Por último, multiplicamos a equação (2.2) por ψ e integramos em (0, L)× (0, T ) temos

ρ2

T∫
0

L∫
0

ψttψdxdt− b
T∫
0

L∫
0

ψxxψdxdt = −κ
T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)ψdxdt.

Integrando por partes os dois membros do lado esquerdo da equação acima

ρ2

L∫
0

ψtψ∣∣∣T
0
−

T∫
0

|ψt|2dt

 dx− b
T∫
0

ψxψ∣∣∣L
0
−

L∫
0

|ψx|2dx

 dt = −κ
T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)ψdxdt

ρ2

L∫
0

ψtψdx
∣∣∣T
0
−

T∫
0

L∫
0

|ψt|2dxdt− b
T∫
0

ψxψ∣∣∣L
0
−

L∫
0

|ψx|2dx

 dt = −κ
T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)ψdxdt.

Fazendo Zψ(t) =

L∫
0

ψtψdt e das condições (2.3) resulta

Zψ(t)
∣∣∣L
0
− ρ2

T∫
0

L∫
0

|ψt|2dxdt+ b

T∫
0

L∫
0

|ψx|2dxdt = −κ
T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)ψdxdt. (3.13)
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Agora, somando (3.7), (3.12) e (3.13) membro a membro e fazendo W (t) = Xϕ(t) + Yψ(t) +

Zψ(t) obtemos

W (t)
∣∣∣T
0
− ρ1L

2

T∫
0

ϕ2
t (L, t)dt+

ρ1
2

T∫
0

L∫
0

|ϕt|2dtdx−
ρ2L

2

T∫
0

ψ2
t (L, t)dt+

ρ2
2

T∫
0

L∫
0

|ψt|2dtdx

+
b

2

T∫
0

L∫
0

|ψx|2dxdt− ρ2

T∫
0

L∫
0

|ψt|2dxdt+ b

T∫
0

L∫
0

|ψx|2dxdt = κ

T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)xxϕxdxdt+

κ

T∫
0

L∫
0

((ϕx + ψ)xx+ (ϕx + ψ))ψdxdt− κ
T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)ψdxdt,

organizando e simplificando onde for posśıvel resulta:

W (t)
∣∣∣T
0

+
ρ1
2

T∫
0

L∫
0

|ϕt|2dxdt+
ρ2
2

T∫
0

L∫
0

|ψt|2dxdt+
b

2

T∫
0

L∫
0

|ψx|2dxdt+ b

T∫
0

L∫
0

|ψx|2dxdt =
ρ1L

2

T∫
0

ϕ2
t (L, t)dt

+
ρ2L

2

T∫
0

ψ2
t (L, t)dt+ ρ2

T∫
0

L∫
0

|ψt|2dxdt+ κ

T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)xxϕxdxdt+ κ

T∫
0

L∫
0

((ϕx + ψ)xxψdxdt.(3.14)

Observando que:

κ

T∫
0

L∫
0

(ϕx + ψ)xxϕxdxdt+ κ

T∫
0

L∫
0

((ϕx + ψ)xxψdxdt =
κ

2

T∫
0

L∫
0

x
d

dx
|ϕx + ψ|2dxdt,

integrando por partes e usando as condições de contorno (2.3) obtemos

κ

2

T∫
0

L∫
0

x
d

dx
|ϕx + ψ|2dxdt = −κ

2

T∫
0

L∫
0

|ϕx + ψ|2dxdt. (3.15)

Usando a desigualdade de Young e em seguida a de Poincaré, W (t)
∣∣∣T
0
≤ −CE(0) e da

observação acima (3.14) fica da seguinte maneira:

−2CE(0) +
ρ1
2

T∫
0

L∫
0

|ϕt|2dtdx+
ρ2
2

T∫
0

L∫
0

|ψt|2dtdx+
b

2

T∫
0

L∫
0

|ψx|2dxdt+ b

T∫
0

L∫
0

|ψx|2dxdt+
κ

2

T∫
0

L∫
0

|ϕx + ψ|2dxdt

≤ ρ1L

2

T∫
0

ϕ2
t (L, t)dt+

ρ2L

2

T∫
0

ψ2
t (L, t)dt+ ρ2

T∫
0

L∫
0

|ψt|2dxdt,

assim

−2CE(0) +

T∫
0

ρ1
2

L∫
0

|ϕt|2dx+
ρ2
2

L∫
0

|ψt|2dx+
b

2

L∫
0

|ψx|2dx+
κ

2

L∫
0

|ϕx + ψ|2dx

 dt

≤ ρ1L

2

T∫
0

ϕ2
t (L, t)dt+

ρ2L

2

T∫
0

ψ2
t (L, t)dt+ ρ2

T∫
0

L∫
0

|ψt|2dxdt.
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Agora, usando (3.4) e o fato de que E(t) = E(0), ∀t ≥ 0, temos que

T∫
0

E(t)dt = TE(0) e

assim resulta que

E(0) ≤ 1

T − 2C

ρ1L
2

T∫
0

ϕ2
t (L, t)dt+

ρ2L

2

T∫
0

ψ2
t (L, t)dt+ ρ2

T∫
0

L∫
0

|ψt|2dxdt

 . (3.16)

Pelas soluções dadas em (2.19), observamos que ϕt(L, t) = 0, ∀t ≥ 0. Portanto, resulta que

E(0) ≤ 1

T − 2C

ρ2L
2

T∫
0

ψ2
t (L, t)dt+ ρ2

T∫
0

L∫
0

|ψt|2dxdt

 , (3.17)

o que prova o Teorema.

3.2 Desigualdade de Ingham

Nesta seção usaremos a desigualdade de Ingham (ver caṕıtulo 1) para reescrevermos a de-

sigualdade (3.6) com somente um termo e sendo este termo o pontual. Antes, sabemos que a

solução em série de Fourier do sistema (2.1) - (2.4) é dado por (2.19) e (2.20).

Lema 3.1 Sendo as soluções do sistema (2.1) - (2.4) dadas na forma complexa por

ϕ(x, t) =
∑
n≥1

ane
iβntu, (3.18)

ψ(x, t) =
∑
n≥1

bne
iβntv, (3.19)

onde βn =
√
λn, u(x) = A sin(θnx) e v(x) = B (1− cos(θnx)) são as autofunções associadas ao

autovalor λn = θ2n

(ρ1
κ

+
ρ2
b

)−1
com θn =

(2n+ 1)π

L
. Então, temos que

βn+1 − βn ≥ γ > 0. (3.20)

Demonstração: Com efeito, basta calcular explicitamente o valor dado por βn, ou seja

βn+1 − βn = (θn+1 − θn)

√(ρ1
κ

+
ρ2
b

)−1
=

2π

L

√(ρ1
κ

+
ρ2
b

)−1
.

Definimos γ :=
2π

L

√(ρ1
κ

+
ρ2
b

)−1
> 0, provando assim o Lema. �

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA



Desigualdade de Ingham 29

Proposição 3.2 Para todo n, i ∈ N com θn = (2n+ 1)
π

L
valem as seguintes relações de ortog-

onalidade

L∫
0

sin(θnx) sin(θix)dx =

 L
2 , se n = i

0 , se n 6= i
(3.21)

e

L∫
0

cos(θnx) cos(θix)dx =

 L
2 , se n = i

0 , se n 6= i.
(3.22)

Demonstração: É imediato, basta ultilizar as seguintes transformações trigonométrica

sin(a) sin(b) =
1

2
(cos(a− b)− cos(a+ b)) cos(a) cos(b) =

1

2
(cos(a+ b) + cos(a− b)) ,

se n 6= i e, para n = i usa-se

sin2(a) =
1

2
(1− cos(2a)) , cos2(a) =

1

2
(1 + cos(2a)) .

Vamos mostrar para (3.21) sendo a prova de (3.22) inteiramente análoga. Assim, para n 6= i

temos

L∫
0

sin(θnx) sin(θix)dx =

L∫
0

1

2
(cos((θn − θi)x)− cos((θn + θi)x))

=
1

2(θn − θi)
sin((θn − θi)x)

∣∣∣L
0
− 1

2(θn + θi)
sin((θn + θi)x)

∣∣∣L
0

=
1

2(θn − θi)
sin(2(n− i)π)− 1

2(θn − θi)
sin(2((n+ i) + 1)π),

logo

L∫
0

sin(θnx) sin(θix)dx = 0.

Por outro lado, se n = i, temos

L∫
0

sin(θnx) sin(θnx)dx =

L∫
0

sin2(θnx)dx =

L∫
0

(
1

2
− cos(2θnx)

2

)
dx,

e, portanto

L∫
0

sin2(θnx)dx =
L

2
. (3.23)

�

Agora estamos em condições de provar o principal resultado desse trabalho
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Teorema 3.2 Seja T >
2π

γ
com γ =

2π

L

√(ρ1
κ

+
ρ2
b

)−1
e βn+1 − βn ≥ γ > 0. Logo existe uma

constante positiva Ĉ > 0 tal que

E(0) ≤ Ĉ
T∫
0

|ψt(L, t)|2dt (3.24)

para toda solução ϕ e ψ de (2.1) - (2.4).

Prova: Consideremos ϕ e ψ solução de (2.1) − (2.4) com dados iniciais ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1 e

tomando an = bn = An = 1. Assim, considerando (3.19) temos que

ρ2L

2

T∫
0

|ψt(L, t)|2dt =
ρ2L

2

T∫
0

∣∣∣∣∣∣2i
∑
n≥1

Bnβne
iβnt

∣∣∣∣∣∣
2

dt =
ρ2L

2

T∫
0

∣∣∣∣∣∣
∑
n≥1

2Bnβne
iβnt

∣∣∣∣∣∣
2

dt. (3.25)

Seja T >
2π

γ
. Aplicando o Teorema 1.1 em (3.25) obtemos

1

2
ρ2LC1(T, γ)

∑
n≥1
|2Bnβn|2 ≤

ρ2L

2

T∫
0

|ψt(L, t)|2dt ≤
1

2
ρ2LC2(T, γ)

∑
n≥1
|2Bnβn|2. (3.26)

Agora, sabemos que

E(0) =
1

2

L∫
0

(
ρ1|ϕ1|2 + ρ2|ψ1|2 + b|ψ0x|2 + κ|ϕ0x + ψ0|2

)
dx,

e tendo em vista as condições iniciais obtidas a partir das soluções (3.18)− (3.19) temos assim

que

2E(0) =

L∫
0

ρ1

∣∣∣∑
n≥1

βn sin(θnx)
∣∣∣2dx

︸ ︷︷ ︸
S1

+

L∫
0

ρ2

∣∣∣∑
n≥1

Bnβn(1− cos(θnx))
∣∣∣2dx

︸ ︷︷ ︸
S2

+

L∫
0

b
∣∣∣∑
n≥1

Bnθn sin(θnx)
∣∣∣2dx

︸ ︷︷ ︸
S3

+

L∫
0

κ
∣∣∣∑
n≥1

θn cos(θnx) +
∑
n≥1

Bn(1− cos(θnx))
∣∣∣2dx

︸ ︷︷ ︸
S4

.

(3.27)
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Agora faremos os cálculos para cada uma das parcelas acima, deste modo

S1 =

L∫
0

ρ1

∣∣∣∑
n≥1

βn sin(θnx)
∣∣∣2dx

=

L∫
0

ρ1
∑
n≥1
|βn|2 sin2(θnx)dx+

L∫
0

ρ1
∑
n6=i

βnβi sin(θnx) sin(θix)dx

= ρ1
∑
n≥1
|βn|2

L∫
0

sin2(θnx)dx+ ρ1
∑
n6=i

βnβi

L∫
0

sin(θnx) sin(θix)dx,

e usando a Proposição 3.2 temos

S1 = ρ1
∑
n≥1
|βn|2

L∫
0

sin2(θnx)dx =
ρ1L

2

∑
n≥1
|βn|2.

Para S2 obtemos

S2 =

L∫
0

ρ2

∣∣∣∑
n≥1

Bnβn(1− cos(θnx))
∣∣∣2dx

= ρ2
∑
n≥1
|Bnβn|2

L∫
0

(1− cos(θnx))2dx+ ρ2
∑
n≥1

BnβnBiβi

L∫
0

(1− cos(θnx))(1− cos(θix))dx,

donde temos como resultado

S2 =
3ρ2L

2

∑
n≥1
|Bnβn|2 + ρ2L

∑
n6=i

BnβnBiβi. (3.28)

Observamos que, para S3 faz-se um cálculo análogo ao que foi feito em S1, deste modo o

resultado será

S3 =
bL

2

∑
n≥1
|Bnθn|2. (3.29)

Finalmente para S4, assim

S4 =

L∫
0

κ
∣∣∣∑
n≥1

θn cos(θnx) +
∑
n≥1

Bn(1− cos(θnx))
∣∣∣2dx

=

L∫
0

κ
∣∣∣∑
n≥1

θn cos(θnx)
∣∣∣2dx

︸ ︷︷ ︸
H1

+

L∫
0

κ
∣∣∣∑
n≥1

Bn(1− cos(θnx))
∣∣∣2dx

︸ ︷︷ ︸
H2

+2κ

L∫
0

κ
∑
n≥1

θn cos(θnx)
∑
n≥1

Bn(1− cos(θnx))dx

︸ ︷︷ ︸
H3

,
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donde

H1 =

L∫
0

κ
∣∣∣∑
n≥1

θn cos(θnx)
∣∣∣2dx

= κ
∑
n≥1
|θn|2

L∫
0

cos2(θnx)dx+ κ
∑
n≥1

θnθi

L∫
0

cos(θnx) cos(θix)dx,

e usando a proposição 3.2 temos que

H1 =
κL

2

∑
n≥1
|θn|2. (3.30)

Para H2 é um cálculo análogo ao que foi feito para S2, logo

H2 =
3κL

2

∑
n≥1
|Bn|2 + κL

∑
n6=i

BnBi, (3.31)

e por fim, para H3 temos

H3 =

L∫
0

κ
∑
n≥1

θn cos(θnx)
∑
n≥1

Bn(1− cos(θnx))dx

=
∑
n≥1

θn

L∫
0

cos(θnx)dx
∑
n≥1

Bn −
∑
n≥1

Bnθn

L∫
0

cos2(θnx)dx+
∑
n6=i

θn

L∫
0

cos(θnx) cos(θix)dx,

ou seja,

H3 = −L
2

∑
n≥1

Bnθn. (3.32)

Agora, substituindo H1, H2 e H3 em S4 temos

S4 =
κL

2

∑
n≥1
|θn|2 +

3κL

2

∑
n≥1
|Bn|2 + κL

∑
n6=i

BnBi − κL
∑
n≥1

θn. (3.33)

Agora, substituindo os valores de S1, S2, S3 e S4 em (3.27) chegamos em

2E(0) =
ρ1L

2

∑
n≥1
|βn|2 +

3ρ2L

2

∑
n≥1
|Bnβn|2 + ρ2L

∑
n6=i

BnβnBiβi +
bL

2

∑
n≥1
|Bnθn|2 +

κL

2

∑
n≥1
|θn|2 +

3κL

2

∑
n≥1
|Bn|2 + κL

∑
n6=i

BnBi − κL
∑
n≥1

θn. (3.34)

Observe que, usando a desigualdade de Young na seguinte série

ρ2L
∑
n6=i

BnβnBiβi ≤
ρ2L

2

∑
n≥1
|Bnβn|2 +

ρ2L

2

∑
n6=i
|Biβi|2

≤ ρ2L
∑
n≥1
|Bnβn|2. (3.35)
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Analogamente, para a série

κL
∑
n6=i

BnBi ≤ κL
∑
n≥1
|Bn|2. (3.36)

Agora usando (3.35) e (3.36) em (3.34) temos

2E(0) ≤ ρ1L

2

∑
n≥1
|βn|2 +

5ρ2L

2

∑
n≥1
|Bnβn|2 +

bL

2

∑
n≥1
|Bnθn|2 +

5κL

2

∑
n≥1
|Bn|2 +

κL

2

∑
n≥1
|θn|2 − κL

∑
n≥1

Bnθn,

e sabendo que βn = θn
√
C, Bn =

θn
2

com θn = (2n + 1)
π

L
e C =

(ρ1
κ

+
ρ2
b

)−1
e substituindo

na última desigualdade acima e simplificando temos como resultado

2E(0) ≤ ρ1LC

2

∑
n≥1
|θn|2 +

(
5Cρ2L

2
+
bL

2

)
1

4

∑
n≥1
|θ2n|2 +

5κL

2

∑
n≥1

1

4
|θn|2. (3.37)

Sabendo que θ2n ≤ θ4n, consequentemente
∑
n≥1
|θn|2 ≤

∑
n≥1
|θn|4 e, usando esta estimativa em

(3.37) chegamos em

2E(0) ≤ L

2

(
ρ1C +

5Cρ2 + b+ 5κ

4

)∑
n≥1
|θn|4,

e definindo J :=
L

2

(
ρ1C +

5Cρ2 + b+ 5κ

4

)
temos por fim que

2E(0) ≤ J
∑
n≥1
|θn|4. (3.38)

Agora, usando na relação (3.26) e sendo Bn =
θn
2

e βn = θn
√
C temos

1

2
ρ2CLC1(T, γ)

∑
n≥1
|θn|4 ≤

ρ2L

2

T∫
0

|ψt(L, t)|2dt, (3.39)

de (3.38) temos

1

2
ρ2CLC1(T, γ)

2E(0)

J
≤ ρ2L

2

T∫
0

|ψt(L, t)|2dt,

e fazendo Ĉ =
J

CC1(T, γ)
chegamos em (3.24) provando assim o Teorema. �
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Considerações finais

No ińıcio desse trabalho descrevemos desigualdade de Ingham e fizemos uma pequena

aplicação no sistema de Timoshenko no que diz respeito a desigualdade de observabilidade.

Tal trabalho foi desenvolvido ao longo do peŕıodo de 2014 até metade de 2015 no qual fui aluno

de Iniciação Cient́ıfica no Projeto Integrando Amazônia (CNPq) e com isso pude estudar muitos

outros assuntos pertinentes para poder ter um bom entendimento. Foi muito bom poder tra-

balhar nessa área da matemática. Existem muitos tópicos a serem desenvolvido, este trabalho

foi só um pouco do que se tem a descobrir e com certeza haverá muitas oportunidades para que

isso se concretize.
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[1] Djairo Guedes de Figueiredo, Análise de Fourier e Equações Diferenciais Parciais.

4o Edição. Rio de Janeiro, IMPA (2005).
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