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Introducao

Tecnologias modernas e aplicagoes a ciéncia requerem modelos matematicos de sélidos que
facilitem o célculo das deformacoes e tensoes com suficiente precisao e sem excessiva analise
matematica. O modelo que analizaremos, tipico e fundamental na area de estrutura mecéanica,
torna possivel atingir este objetivo. Por essa razao, é bastante utilizado na area de engenharia.
Definimos uma viga como um membro de estrutura delgada, carregada transversalmente cujo
comprimento é grande em relacao a largura e segao transversal plana. Iremos assumir que a area
da secao transversal da viga é simétrica com respeito ao eixo z e que todas as cargas transversais
agindo sobre a viga possuem uma simetria semelhante. O modelo que analizaremos foi deduzido
por S. P. Timoshenko e consiste em uma aproximagao da Teoria da Elasticidade Tridimensional.
Quando levamos em consideragao a variavel z da teoria espacial, resulta o modelo de Kirchhoff
e pode ser visto em Lagnese-Lions [3] que a solucdo tnica desse problema aproximado converge,
em uma adequada topologia, para a solucao do modelo tridimensional de Kirchhoff sujeito a
apropriadas condic¢oes de fronteira.

Nesse sentido, as pequenas vibragoes transversais de uma viga sao dadas por um sistema

unidimensional acoplado de duas equacoes diferenciais

pASOtt(xat) = Qx($7t)7 (1)
plpy(z,t) = My(z,t) — Q(z,t), (2)
em que t é o tempo, x é a distancia ao longo da linha central da viga, ¢ é o deslocamento
transversal, ¢ a rotagdo nas secoes transversais, p é a densidade da massa do material do qual

a viga é composta, M é o momento de curvatura, () é o esforco do cortante, A a drea de secao

transversal e I é o momento de inércia da secao.

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA



Introducao 10

As relagoes de flexao-esforco para o comportamento elastico sao dadas por:

Mzt) = El(a,b), (3)
Qz,t) = kAG(pe(z,t) +¥(2,1)), (4)
em que E é o modulo de elasticidade de Young, G é o médulo de rigidez do cortante e k é o
fator de correcao do cortante.
Assim, usando essas relagoes, Timoshenko chegou as seguintes equacoes diferenciais parciais
hiperbdlicas
pASOtt - ("QAG(SDI + 1/})):17 = 0 em (07 L) X (OvT)a (5)

Pl — (Ele)s + kAG(pz +4) = 0 em (0,L)x (0,T). (6)

Observabilidade da fronteira para equacao de ondas

A fim de motivar nossos estudos, analisaremos primeiramente as propriedades de observabil-

idade da equacao de propagacao de ondas unidimensional dada por:

Uy — Uze = 0 em (0,L) x (0,7), (7)
w(0,t) =u(L,t)=0 = 0 0<t<T, ()
u(x,0) = ug(x), u(z,0) = wi(z), 0<z< L. (9)

Em (7)—(9), u = u(x, t) descreve o deslocamento de uma corda vibrante atuando no intervalo
(0, L).
Matematicamente o problema (7)—(2.3) é bem posto no espago de energia H} (0, L) x L?(0, L).

Mais precisamente, para quaisquer (ug,u1) € H} (0, L) x L?(0, L) existe uma tnica solugio
u € O([0,T7; Hg (0, L)) N C*([0, T]; L*(0, L)).
A energia das solucdes é dada por,

1 L
E(t) = 2/0 [\ut|2 + |ux\2] dx, Yt>0, (10)

e ela é conservada ao longo do tempo, isto é,

E(t) = E(0), ¥t > 0. (11)



Introducao 11

O problema de observabilidade da fronteira de (7) — (9) pode ser formulado da seguinte

maneira: Dado um 7" > 0, existe C'(T') > 0 tal que a seguinte desigualdade
T
BO) < C(1) [ fusLot)a, (12)
0

conhecida como desigualdade de observabilidade é valida para todas as solugoes de (7) — (9).
A desigualdade (12), quando existe, garante que a energia total das solugoes de (7) — (9)

pode ser “observada”ou estimada a partir da energia concentrada na fronteira x = L durante

um determinado espaco de tempo. Isto de fato ocorre, pois usando o fato de que a energia é

conservada, resulta que
T
E() = B0) < O1) [ fus(L )P (13)
0

Jé a constante C'(T') na desigualdade (12) serd referida como a constante de observabilidade.

Estrutura do TCC

Neste trabalho, construiremos uma desigualdade de observabilidade para o sistema de Tim-
oshenko (5) — (6). Tal desigualdade envolve um termo global e um termo pontual, mas precisa-

mente, provamos que

T L
L
EB(0) < C paz /1/; Ltdt—i—pz//] (J2dadt | (14)
0 0

onde C(T) > 0
Por meio da Desigualdade de Ingham, que desenvolvemos no capitulo 1, mostramos que esta

desigualdade pode ser otimizada. Ou seja, provamos que

E(0) < C(T) ng/tht . (15)

Ressaltamos que todos os resultados aqui apresentados sao novos na literatura matemaética

concernente a observabilidade de E.D.P’s.

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA



Capitulo 1

Desigualdade de Ingham

Este capitulo descrevemos sobre a desigualdade de Ingham. Tal desigualdade por exemplo é
usada para fazermos boas estimativas quando analizamos as solucoes de um sistema na fronteira,

ou seja, buscamos melhorar o maximo possivel o nosso resultado.

1.1 Prova da Desigualdade de Ingham

Enunciaremos a desigualdade no teorema e em seguida demonstraremos tal como foi desen-

volvido por Ingham [6].

Teorema 1.1 Seja {\} k € Z, uma sequéncia de nimeros reais tais que

/\k+1—)\k2’y>0 vV keZ.

Entao para qualquer T > 27” existem constantes positivas Cj(T,v) >0, j = 1,2 tal que
T 2
AT Y laf < [ (S o] d< o)y lal, (1.1)
kez o lkez keZ

para toda sequéncia de nimeros complezos {ay} € I2.

Demonstragao: Primeiramente vamos estudar o caso em que T'= 27 e v > 1. Com efeito,
27t

se T > 27“, ou YI' > 2m, multiplicando esse intervalo por 27” e definindo por s := T e por
T
ln = —— obtemos
s
T 2 T 2 2
/ Zanew‘"t dt = o / Zanewns ds.

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA



Desigualdade de Ingham 13
T o .
Segue que fipt1 — Un = 2—()\n+1 — An), por hipétese temos \,+1 — Ay, > v > 0, entao
s
T
)\n+1_)\n> 277 =M > 1.
7r
Agora vamos mostrar que existe uma constante Cy > 0 tal que
T 2
/ Z anert| dt > Cy(T,~) Z lan|?. (1.2)
g nez nez

A desigualdade (1.2) é chamada de desigualdade indireta e é a chave principal para chegarmos

a desigualdade de observabilidade.

Para tal finalidade, definimos o funcional h : R — R tal que

cos(2),se |s|<m
h(S) _ (2)’ ‘ ‘
0 ,se |s| > .

A transformada de Fourier é definida como

—00
aplicando a transformada de Fourier em (1.3) temos:

“+o0 “+o00

H() = /h(s)ei&ds: /cos (;) e5ds

—00 —00
™

= /cos (g) e ds,

—Tr
integrando por partes obtemos:

™

T 2§i/sin (;) e ds

—T

H() = 2sin<%) el

™

= 2 (ei&r + efigﬂ) — 2&i / sin (%) e3ds.

—T

Usando a identidade de Euler ¢ = cos(f) + isin(#), temos assim que

™

H(&) = 4cos(m) — 2&i / sin (;) e ds,

—Tr

(1.4)

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA



Desigualdade de Ingham 14

integrando por partes, novamente, resulta

™

—+ 2¢i / cos (f) e ds
-7 2

—Tr

H(¢) = 4dcos(n€) — 2i€ —2cos(§> ¢its

™

= 4cos(7r§)+4§2/cos(2> e%5ds

—T

H(E)
H(E) —4€H(E) = 4cos(re).

Deste modo obtemos

4 cos(7€)

O =100

Sabendo que 0 < h(s) < 1, para qualquer s € [—m, 7| decorre que

T 2m

/ 2y [ 10
-2

-T —2m

2

E :anemns

ne”L

E : anezkns

neZ

e ainda

2

[

—2m

2 27

ds = /h(s) Z an €8 a,, ethmsds

on nmez

s) Z anetns

ne’l

2w

= /h(s) Z an €' Te M ds

on nme”Z

27

= /h(s) Z anwei(ﬂn—ﬂm)sds

_or n,mez

= E anam/ i —pim)s .

n,me”Z

Observando a defini¢ao (1.4) da transformada de Fourier, entdao podemos reescrever a igual-

dade acima como

27 2
/ h(s) D> ane®*| ds =Y an@mH(in — ptm) = H0) Y lanl> + Y anGmH (1tn — i)
—or nez n,meZ nez n#£mMEZL

Tomando o valor absoluto na ultima igualdade acima e usando a desigualdade

|z +yl > |z — |yl

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA



Desigualdade de Ingham 15

temos:

HO)Y anl*+ Y an@mH (pn — )| > [H0) Y lanl*| = | D> anmH (ptn — 11m)

neZ n#EmEZ nez n#EMEZ
> HO) S Jan2 = S Janm H(in — o).
nez n#EmMEZL

Aplicando a versao discreta da desigualdade de Holder no produto > |an@mH (tin, — )|

resulta
2w 2 3 %
[ )| S aes| sz HO S P~ |3 Janwal | | X H G-
on nez neZ n#meZ n#meZ
e como consequéncia

2m 2

[ )| S anee| sz HOS P = Y Jananl Y Hln — o)

“on nez neL n#EMEL n#EmMEZ

Pela desigualdade de Young

S ] < 5 S ol 5 3 Jaml?

n#meZ neL meZ
1 1
L el = Yl
ne”L ne”z ne”z

decorre assim que

2 2
[ )| ane| ds = HOS P = Y laal S Hlm ) (10)
“on neZ neL neZ n#EMEZL

Agora vamos fazer uma estimativa para > |H(tn — ftm)|- Com efeito, usando (1.5)

n#meZ
4 cos((pn — pom)
S H = )l = 3 [ ]
n#mEZ n#EMEZL Hn = Hm
4
n#meZ n#EMEZL Hn = Hm

< > 1

ntmel. 4 (pn, — pm)? = 1|7
Por outro lado, pin+1—pn > 71 > 0, entao pin41 > pp+v1- Se paran = 1 temos pa > 1 +71,
paran =2, us > po +y1 = w1 + 71 +v1 = w1 + 271, procedendo nesse raciocicio, entao apds as
n iteracoes vamos ter

Un > 1 + (n — 1)’}/1.

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA



Desigualdade de Ingham 16
Consequentemente, para n > m temos ji, > i, € dal vem que
1
P = fm > (0 —m)y1 = < :
Hn — Hm (n - m)'Yl
Assim,
4
}E: |H (pn, — pm)| < }E: 2 2
n#EmMEZ n#EmMEZ 4fy1 |n B m‘ -1
4 1
S J—
7 ng;ez Aln —m|? = 5
8 1
S —
g n;gn:GZ Aln —mf? —1
Fazendo r := |n —m|, r € Z temos
8 1 1 4
H — = = —. 1.8
S <55 = S (o mer) = 09
n#EmEZ L r>1 r>1
Agora, substituindo a estimativa (1.8) em (1.7) resulta
2w 2
/ h(s) D anen| ds > H(0)  |an|* — p~ Z lan|? = < > > anl. (1.9)
_on nez nez nEZ nez

Substituindo a desigualdade (1.9) em (1.6) segue que

2
T 9
ds > o ( > 5 |an‘

nel

T~ )
Como v = o resulta assim que:
s

T
T 4 2
Ans 2 T2 _ 2
ane’" — 44— = lan|” > — ( > |an|
[[Eoe] 0z £ (s ) St 2 22 (P 5) 5

nez

nez neZ

2 472
Desde que T' > 27” entao existe uma constante C1(T,7v) := — <T2 - ﬂ) > 0, do qual

,),2

vale a desigualdade indireta

T 2
/ 2 :anez)\ns

Zp In€z

ds > Cy(T,7) Y lan /.

ne”

Agora, o préximo passo é mostrar que existe uma constante Cy > 0 tal que

T

/ Z anent

Zp In€z

2

dt < Co(T,7) Y |anl*.

nez

(1.10)

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA



Desigualdade de Ingham 17

Para este caso consideremos o funcional A : R — R4 definido por

cos(2),se |s| <Z
h(s) = (3) o <3 (1.11)
0 ,se || > Z.
De forma andloga ao que foi feito na primeira parte dessa demonstracao temos
H(E) = 1175 cos(n) (112)
= —— cos(7§). .
1 —4£2
Sendo h(s) € [@, 1) vem que
T 2 T 21 2
/ Z anert| dt < = / h(s) Zanei“"s ds (1.13)
_r nez 7T727r nez
e seguindo os mesmos passos da demonstracao anterior obtemos
2 2
/ B(s) |3 anes| ds = HO)S Janl?+ 3 Jantn H (jin — i) (1.14)
“or neZ neL m#n€Z
Entao, pela desigualdade |z + y| < |z] + |y]
4
HO)Y anl*+ > JanGmH (1 — pm) <4 Jan* + = > |an/?
nez m#n€ZL nez N ez
4
<(145) Slanl
T nez
4 ( o  An? 5
§; <T +,),2>Z|a"|
nez
4 (o,  4r?
Assim, para todo T > 0 existe a constante Co(7T,7) := T (T + 2) > 0 tal que
™ Y
T 2
/ D ane| dt < Co(T, 7)) lan/? (1.15)
G neZ nez
|

e assim concluimos a prova do Teorema.

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA



Capitulo 2

Série de Fourier do Sistema de

Timoshenko

Neste capitulo vamos determinar a solucao em série de fourier para o problema abordado na
introdugao. O objetivo é determinar o autovalor A a partir das autofuncoes que devidamente
satisfazem as condic¢Ges de fronteira do respectivo sistema.

Agora reescrevemos (5)-(6), onde denotamos por p; = pA,k = kGA, ps = pl e b= EI. Aqui
usamos p para densidade, F para o médulo de elasticidade, G para o médulo de cisalhamento, k
para o fator de cisalhamento, A para a drea da seccao transversal e I para o momento de inércia
da seccao transversal, onde todas essas quantidades sao positivas.

Consideremos o seguinte sistema:

P1¥Ptt — %(9032 + w)x = 07 em (07 L) X (07 T)7 ( )

P2wtt - bwmx + /‘Q(Spm + ¢) = 0, em (07 L) X (07 T)7 (2'2)

(P(O’t) :%(Lat) :07¢<07t) :%(LJH‘WLJ) = 0, 0<t<T, ( )
(2.4)

90('70) = ‘PO(')? (Pt(‘ao) = 901(‘)7 ¢<70) = 1/10(')7 wt('ao) = ¢1(')7 Vz € (O,L)

Vamos dar inicio ao célculo da solugao em série de Fourier do problema (2.1) - (2.4). Vamos

supor que as funcoes ¢ e ¢ podem ser escritas da seguinte forma:
p(z,t) = S(t)u(z) (2.5)

P(x,t) = S(t)v(zx). (2.6)

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA



Analise Espectral 19

Usando as condigoes de contorno (2.3) temos que
2(0,1) = S(t)u(0) = 0 = S(t)u(0),

e assumindo S(t) # 0, segue que u(0) = 0. Prosseguindo de forma andloga chegamos ao seguinte

resultado:

v(0) = vz (L) = uy (L) + v(L) = 0.
Agora, levando (2.5) e (2.6) em (2.1) - (2.2) temos o seguinte,
p18" ()u(w) — Ktea(x) +0a(2))S(E) = 0,

p28" ()v(z) = (bvga(x) + K(ug(z) +v(2)S(t) = 0.

Fazendo a separacao de varidveis obtemos

S"() k(U () + va(x)

S(t) pru(z) -
S(t) _ buae (@) — K(ug(x) +v()) Y
S(t) p2v() '

Dessa igualdade tiramos o seguinte sistema de E.D.O’s com as condigbes de contorno,

K(Ugz () + vz () + Apru(z) = 0, (2.7)
bugs () — K(ug(x) + v(z)) + Ap2v(z) = 0, (2.8)
u(0) =v(0) = v, (L) = 0,u, (L) +v(L) = 0. (2.9)

A partir de agora vamos determinar os autovalores \ para os quais o sistema (2.1) - (2.4)

tenha solucao nao trivial.

2.1 Analise Espectral
Nesta se¢ao, determinaremos uma solucao particular do sistema (2.7) — (2.9).

Proposicao 2.1 O problema possui solu¢do nao trivial dada por

u(x) = Asin(@p,z) e wv(z) = B (1 —cos(f,x)) (2.10)
com — = — se ,e somente se o E, sendo 0, = M, n € Z.
B 0, p1 P2 L

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA
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Analise Espectral

Demonstragao: Vemos claramente que as autofungoes (2.10) satisfazem as condigoes (2.9)

assim, segue de (2.7) que

sin(f,z)(—kA2 + kBO,, + p1 AN) = 0.

Como nao queremos a soluc¢do nula entao assumimos que sin(6,x) # 0, logo sé6 podemos ter,

—KAO2 + Brb, + pAA = 0. (2.11)

Da mesma forma fazemos com a equacao (2.8),

paB(1 — cos(6,z)) + bBH? cos(B,z) — K(AB, cos(0,x) + B(1 — cos(f,x)) = 0,

dai
cos(0nx) (bBO> — kAO,) + (1 — cos(0nx))(ApaB — kB) = 0.

Assumindo que cos(0,x) # 0 e 1 — cos(f,z) # 0 entdo temos

Ap2B — kB =0 (2.12)
bBO2 — kAb, = 0. (2.13)
A partir de (2.12) tiramos o valor de A, dado por:
K
A= —. 2.14
P2 ( )
De (2.11) e (2.13) tiramos, respectivamente, os seguintes quocientes ;
A bo, A K
S _n e — 2.15
B k ° B KOZ — p1A (2.15)
Comparando eles temos:
Wn _ Ky _Fgp B
Kk Kby —p1A p1 bp1
Reescrevemos da seguinte forma:
L Sl B S - SO
p1 bp1 p2 p1 p2 bp1

Agora usando o valor de A que é dado em (2.14) temos:

PLy =92 - 222,
K b

FACMAT - UFPA
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Analise Espectral 21

Logo obtemos o autovalor indexado A, que é dado por

A = 62 (% + %)71 . (2.16)

De umas das condigoes de (2.9) tem-se que ug(L) + v(L) = 0, usando as autofungoes (2.10)

A
na mesma vemos que ela é satisfeita se —

5= 9. comparando com o primeiro quociente dado
n

por (2.15) resulta:
Mo 2 g 2 (217

Agora, como os autovalores devem ser iguais, assumimos que A\, = A, usando (2.17) em

(2.16) chegamos a seguinte igualdade:

92 < p2> — E
K b P2
K (p1 P2
G- E(2e)
" P2 \ K + b
2K K
2 _ p K
b P2 b
e assim concluimos que
b
o2 (2.18)
P11 P2

P2

Com base na Proposigao 2.1, A\, = 92 ( + A
K

) temos a solucao do sistema (2.1) — (2.4)

via Série de Fourier.

Proposicao 2.2 A série de Fourier do sistema (2.1) - (2.4) é dado por

Z A, (an cos(@t) + by, sin(@t)) sin (0, ) (2.19)
ZB <ancos (v/Ant) + by sin \/>t) (1 — cos(0,x)) (2.20)

@2n+1)m '

com A\, dado por (2.16) e 6, = 7

Demonstragao: Da teoria das E.D.O’s sabemos que a solugao de S”(t) + AS(t) =0 é
S(t) = acos(VAt) + bsin(VAt)

donde, pela Proposicao 2.1 segue o resultado. |

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA



Capitulo 3

Desigualdade de Observabilidade

Este capitulo é dedicado a estudar as propriedades da energia e a desigualdade de observabili-

dade que determinaremos usando técnicas multiplicativas.

3.1 Energia do sistema

Vamos mostrar nesta se¢ao que a energia do sistema (2.1) — (2.4) é conservativa, isto é, que
ela se mantém constante ao logo do tempo. Nesse sentido, dizemos que o sistema (2.1) — (2.4)

é conservativo.
Proposicao 3.1 (Conservacao de Energia) Para todo t > 0, a energia de (2.1) - (2.4) sera:
E(t) = BE(0), Vt>0

onde

L

L L L
b 1
E(t) :/glgofdx+/"22¢§dx+/2¢§dx+m/2(¢x+w)2dx. (3.1)
0

0 0 0
Demonstragao: De fato, sendo ¢ e ¢ solugoes de (2.1) - (2.4) multipliquemos a equagao

(2.1) por ¢ e (2.2) por 9 e integremos em (0, L). Assim, resulta que

L
/ (prow — k(s +¥)z) prdx = 0,
0

L
/0 (PQl/Jtt — bipyy + K((Px + w)) dr = 0.
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Usando as seguintes identidades: ¢y = 5 dtwt’ Vb = 5 dtwt’ e Yuthy = 5 dt|1/};,;|2
de onde obtemos
L L
P1 _
/2 H/%era:%dx =0
0 0
L p p L
P2
el d - dr = 0.
/th /Qd :c+/£/g0+1!)1/)tx 0
0 0 0

Somando as duas equagbes acima temos:

L L L L

pLd _ ot ) aprda — . 2
[ R /2dt¢ de = [ (oot vhupudz — [ (o + v)indr. (32
0 0 0

0 0

Integramos por partes a primeira integral do lado direito de (3.2), deste modo

L
(pz +V)aprdr = K | (pu(Lyt) + (L, )i (L, t) — (02(0,1) +9(0,¢)) (0, 2) — /(sox + ) pardx
0

T —

resulta

~—

E, pelas condigoes (2.3

L
(@m + 1/} cordr = _H/ Pz + ¢ Prrd. (3.3)
0

S~

Levando (3.3) em (3.2) temos

L

L L

pd o d /1bd /

PLE 2 24 d . N dz = 0,

/th% x+/2dt T — 2dt¢z + 6 | (pz+ 1) (zt +Yp)dx =0
0

0 0 0

mais precisamente

L L Lb L
&7 24 va

/2 /thwt /thw dﬂ”’f”/

0 0

0

d 2
- Pz dr =0,
ol pe Tyl de

N | —

e por — ser linear podemos reescrever a equagao acima como

dt
L L L L
% ?ptd —I—/p2¢t2dx+/g¢§dx+ﬂ/;(¢z+¢)2dx =0,
0 0 0 0
fazendo
L L L L
E(t) :/l;lwgdx—i-/p;w,?d:r—i—/gwgdx—i-ﬁ/;(@m+1/1)2dx, (3.4)
0 0 0 0
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temos assim que
Donde finalmente obtemos

0 que prova que a energia do sistema é conservada.

Teorema 3.1 Para todo T > 2C wvale

T L
1 L
E((p,¢,0)_ 50 P2z /¢ Ltdt+p2//|¢t| dxdt
0 0

é a const

qualquer que seja a solug¢do do sistema (2.1)-(2.4), onde T
dade.

(3.6)

ante de observabili-

Demontracao:De fato, multiplicando a equagao (2.1) por xy, e integrando em (0, L) x (0,7)

temos:

T L
p1 / / purpdrdt = K
00
i d
/ d—cpt\zdt dr = k
0

‘ d
/1: loiPdedt = w
0

d

81°

Oty T — 5 TT—
T — = T T —

Ot~

L

P1

p1 / prrpdr — 35
0

L
Denotando por X,(t) := p1 / p1xp.dr obtemos
0

~

L

(pr + V) pxppdrdt

(90:6 + Tb)xﬂc%dﬂfdt

(pz + V) zxppdxdt.

T T
T
X¢(t) . p21/ /x|g0t| de | dt = /@// Yz + V) gxppdadt
0 0

0 0
T L T L
T m L 2
X‘P(t)‘o ) xgot’() — | lelde | dt = &K (pz + V) zxpzdadt.
0 0 00
Usando as condigoes dadas por (2.3) temos:
T L T L
T piL 2
Xw(t)’o ol K )t + 2 B [ledtdadt = w | [ (oo +)awopdadt. (3.7)
0 00 00
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Agora vamos multiplicar a equagao (2.2) por xv, e integrar em (0, L) x (0,7"), assim resulta

T L T L T L
po 0/ O/ byabydzdt — b 0/ O/ Voptthpdadt = —k 0/ 0/ (¢s j V) ztpdadt. (3.8)

-~ -~

I Iz I3

Agora calculamos separadamente cada integral acima, ou seja, I1, Is e I3 nessa ordem, assim

T L L T
Tl od
L = p Yywpedrdt = po Yixipy| — | co—|Y|%dt | dx
0 2 dx
00 0

0

= () wxd — —|z/}| dzdt
P20/ tT 93 pz// —T t|“dx
T
o2 / vada| ~ 2 [ (mw)j / wtzdx) dt.
0 0 0

L

Usando as condigoes (2.3) e fazendo Yy (t) := po / rxpydx conclui-se que:

T I L T L
I = 0 p;/wf (L, t)dt + p22//|¢t|2dxdt. (3.9)
0 0 0

Para Is:

T L T I
L = b / / ppaibpdadt = b (wxwxo
0 0 0

L
0

T T L
= 2 —
I bLo/wx(L,t)dt bo/o/(wz-i-wl/}xx)l/}xd:vdt
T T L T L
= 2 - T 2 - Tx T
I bLO/Q/)x(L,t)dt bo/o/w) Rdadt bo/o/u} "

I

2L, = bL [ Q2(L,t)dt—b | | [ibs|*dadt.

St~
St~
T~

Assim, pelas condigoes (2.3) obtemos:

[\D\O“

T L
/ / 1| 2dadt. (3.10)
0 0
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Finalmente, para I3 temos

T L T I
L
_KO/O/ Oz + V) xippdrdt = RO/ ((‘Pz + ¢)x¢‘0 - /((‘Pm + )z + (pr + w))wdx) dt,

0

e das condigoes (2.3) resulta

T L T L
m// Oz + V) pxbdrdt + /1// Yz + Y)dadt. (3.11)
0 0 00
Agora, substituindo (3.9), (3.10) e (3.11) em (3.8) vem que:
S L T L ,
Yw(t)’o — i/w? L,t)dt + %//hmzdxdt—ki /W)r|2dxdt:
0 00 0

(pa + )pdadt. (3.12)

T T

T L T
n//apx—i—z/} wdgcdt—l—n/

00 0

Por tltimo, multiplicamos a equagao (2.2) por v e integramos em (0, L) x (0,7 temos

T L T L T L
P2 0/ O/ bybdadt — b 0/ 0/ Yeathdzdt = —k O/ 0/ 0 + ) dadt.

Integrando por partes os dois membros do lado esquerdo da equagao acima

o O/L (wtw\ / 4] th) dr b / (w - O/L de) FT—
L L
o 0/ pubda| / / Pt — b / (wm - 0/ Wd:c) —

Fazendo Z(t) / Yipdt e das condigbes (2.3) resulta

T L T
—pQ//\dede/
0 0 0

St — 5 T

(px + ) pdudt

(2 + ¥)tpddt.

T — = T —=

S~

T L
|| 2ddt = —r (z + ) dadt. (3.13)
[l
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Agora, somando (3.7), (3.12) e (3.13) membro a membro e fazendo W (t) = X, () + Yy (t) +
Zy(t) obtemos

T T L T L
wio), -8 [ a2 [ [apad -2 [oous 22 [ [P
0 0 0 0 0
T L T L T L T L
//\ ?dxdt — 2//| |dmdt+b//| |dazdt:/€//(@x+1/))xxcpxda:dt+
0 0 0 0 0 0 0 0

T L T L
HO/O/ (0r + U)oz + (02 + ) wdxdt—ffo/o/gox—i-wwdxdt

_l’_

N o

organizando e simplificando onde for possivel resulta:

bTL T L T
W() pl//\¢]2dxdt+p2//|w|da:dt+2//| |da:dt+b//|wx|2da:dt p2/ W2 (L, t)dt
0 0 0 0 0
LT L T
’)22/¢ Ltdt+p2//| |dxdt—|—/<a/
0 0 0 0

Observando que:

L

L T
0 0 0

T L

T L T L
m//(goerw)ngoxd:cdtJrn// (0g + V) pxipdadt = ;//azj]gox+¢|2dxdt,
X
0 0 0 0

0 0
integrando por partes e usando as condigdes de contorno (2.3) obtemos

T L

K d 9 K

2//:1;d$|<pm+zp| dxdt = 2//|<pm+¢| dadt. (3.15)
0 0

T
Usando a desigualdade de Young e em seguida a de Poincaré, W(t)‘o < —CE(0) e da

T L T L
\¢z|2dxdt+b//m|2dxdt+g//| o + ¥ 2dadt
0 0 0

0

observagao acima (3.14) fica da seguinte maneira:

L T L b
~20E(0) + 2 / / (oo 2dtda + 22 / / i+ |
0 0 0 0
T

I T L T L
g%/ Ltdt+7/1/)t2Ltdt+p2//\wt|2dmdt,
0 0 0

0

Ot~
Ot~

assim
T

—2CE(0 +/ 21/|g0t|d:c+/]¢t2dx+ /¢x2dx+ /|cpx+1/)|da: dt

0
T

T I T L
sz/ Ltdt+p22/wtthdt—i—pg//!wt]dedt.
0 0 0

0
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Agora, usando (3.4) e o fato de que E(t) = E(0), V¢t >0, temos que /E(t)dt =TE(0) e

assim resulta que

T T

T L
1 p1L p2L 2(
< -
E(0) £ - / (L, tydt + 2= /thtdt+p2//!wtldxdt . (3.16)
00

2
0 0

Pelas solugoes dadas em (2.19), observamos que ¢¢(L,t) = 0,Vt > 0. Portanto, resulta que

T T
L
B(0) < - p22/1/) Ltdt+p2/ Pzt | | (3.17)
0 0

T —

o que prova o Teorema.

3.2 Desigualdade de Ingham

Nesta se¢ao usaremos a desigualdade de Ingham (ver capitulo 1) para reescrevermos a de-
sigualdade (3.6) com somente um termo e sendo este termo o pontual. Antes, sabemos que a

solucao em série de Fourier do sistema (2.1) - (2.4) é dado por (2.19) e (2.20).

Lema 3.1 Sendo as solugées do sistema (2.1) - (2.4) dadas na forma complexa por

p(z,t) = Y anetu, (3.18)
n>1

R IEN (3.19)
n>1

onde Brn, = \/ A, u(x) = Asin(0,x) e v(x) = B (1 — cos(0,x)) sdo as autofuncoes associadas ao

-1 2 1
autovalor A\, = 02 (pl + p—;) com 6, = (n—li:)ﬂ Entao, temos que
K

Bnst — B >~ > 0. (3.20)

Demonstragao: Com efeito, basta calcular explicitamente o valor dado por 5,, ou seja

Bn1 = Bn = (Ony1 —0n) (ﬁ + 072)71

K b
_2m [rp P2>_1
L (/s; + b '
. 27 Jrpr op2\TL .
Definimos v := T ( + ?) > 0, provando assim o Lema. |

Barbosa, R. C. FACMAT - UFPA



Desigualdade de Ingham 29

Proposicao 3.2 Para todo n,i € N com 0, = (2n + 1)% valem as sequintes relagoes de ortog-

onalidade
L L ,
) _ 5 ,se n=i
/sm(@naz) sin(f;x)dx = (3.21)
4 0 ,se n#i
e
L L ,
5 .8 n=1
/cos(&nx) cos(f;x)dx = (3.22)
0 0 ,se n#i.

Demonstracgao: E imediato, basta ultilizar as seguintes transformagoes trigonométrica
. . 1 1
sin(a) sin(b) = 5 (cos(a —b) —cos(a+b)) cos(a)cos(b) = 5 (cos(a + b) + cos(a — b)),
sen # 1 e, para n = i usa-se

sin?(a) = % (1 —cos(2a)), cos?(a)= = (1+ cos(2a)).

[\D\H

Vamos mostrar para (3.21) sendo a prova de (3.22) inteiramente andloga. Assim, para n # i

temos

L L
/Sin(Gna:) sin(f;x)dx = /; (cos((0p, — 0;)x) — cos((0,, + 0;)x))
0 0

_ L in((6n— )] :
_ 2(9717_@)3111(( n — z)x)o_m

1 . : 1 ) .
= 30, —0) sin(2(n —i)m) — 56, =0 sin(2((n +14) + 1)m),

L
sin((0,, + 6;)x) .

logo

L
/sin(@nx) sin(f;x)dx = 0.
0

Por outro lado, se n = i, temos

L L L

/sin(@naz) sin(f,x)dx = /Sm /< €os 20n$)) dzx,

0 0 0

e, portanto
L
/sinZ(Onx)dm =— (3.23)
0
|

Agora estamos em condigoes de provar o principal resultado desse trabalho
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Teorema 3.2 Seja T > o com vy = 2% <% + %)71 € Bnt1 — Bn = v > 0. Logo existe uma
constante positiva C>0 I;/,Z que
T
BO) < C [ Lo (3.24)
0

para toda solugdo ¢ e de (2.1) - (2.4).

Prova: Consideremos ¢ e ¢ solucao de (2.1) — (2.4) com dados iniciais g, p1, 0,91 €

tomando a,, = b, = A, = 1. Assim, considerando (3.19) temos que

T T 2 T 2

L L . L )
P / (L, 1)[2dt = P2 / 2 Y BuBae| at =222 / S 28,6, di. (3.25)
0 0 0

2 2 2
n>1 n>1

2
Seja T > =l Aplicando o Teorema 1.1 em (3.25) obtemos
v

n>1 n>1

T
1 L 1
5P LCAUT ) Y 2Bl < 57 / (L t)Pdt < SpaLCa(T,7) Y 12Bufal’. (3.26)
0
Agora, sabemos que

E(0) =

N |

L
/ (p1l1]? + p2ln | + blvbos|* + Klpos + Yol?) dz,
0

e tendo em vista as condigbes iniciais obtidas a partir das solugdes (3.18) — (3.19) temos assim

que
7 2 7 2 7 2
2E(0) = /,01) Zﬂn sin(an)‘ dm+/p2‘ ZBnﬁn(l —cos(@nm))‘ d:v+/b‘ ZBHGn sin(ﬂn:z:)’ dx +
0 n>1 0 n>1 0 n>1
S1 Sa S3
7 2
//@’ Z 0,, cos(b,x) + Z B,(1— cos(@nx))‘ dz .
0 n>1 n>1

Sa
(3.27)
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Agora faremos os calculos para cada uma das parcelas acima, deste modo

L

S = /pl)ZBHSin(Hnw)’2dx

0 n>1
L

L
= //31 Z | B |? sin®(0,,x)dx + /p1 Z B Bisin(bpz) sin(f;x)dx
0

0 n>1 n#i
L

= Y Il / s (,2)ds + p1 Y 5ubis [ sin0,0)sin(fiz)do,

n>1 n#i 0

e usando a Proposicao 3.2 temos

L
Sl—plz]ﬁn /sm dm:%ZWHF.

n>1 0 n>1

Para S5 obtemos

Sy = /pQ‘ZBan — cos( ))‘zdx

n>1
L L

P2 Z | B |? /(1 — cos(Bp))%dx + po Z B,.5nBibi /(1 — cos(0px))(1 — cos(f;x))dx,

n>1 0 n>1 0

donde temos como resultado

3,02L

Sy = > 1BuBul* + p2L Y BufBnBifi. (3.28)

n>1 n#i
Observamos que, para S3 faz-se um cédlculo anédlogo ao que foi feito em 51, deste modo o

resultado serd

bL
=5 Z | B6,,|2. (3.29)

n>1

Finalmente para .Sy, assim

Sy

L
/Fc’ Z 0, cos(0,x) + Z B,(1-— cos(@nm))rdm

n>1 n>1

0
L , L
= /n’ ZH” cos(an)‘ dx—l—/ ‘ZB (1 = cos(0px) ’ dx —&—21{/ 29 cos(fpx ZBn(l — cos(bpx))dz,
0 n>1 0 n>1 n>1 n>1
Hq Hy Hs
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donde

/ ‘ZG cos nm‘

n>1
L
= KZW ]2/008 (Onx da?—i—/@ZG 0, /cos (0px) cos(0;x)dx,
n>1 0 n>1
e usando a proposicao 3.2 temos que
kL 9
Hy == > 16al*. (3.30)
n>1

Para Hy é um célculo andlogo ao que foi feito para So, logo

3 L
: ZIB *+ kLY B,B;, (3.31)
n>1 n#i

e por fim, para Hs temos

L
/ K Z 0, cos(0,, ) Z B, (1 — cos(0pz))dx

o n>1 n>1
L L
Zﬁn/cos ) da:ZB — ZB 0, /cos (Onx da:—i—ZH /Cos(ﬁnx) cos(b;zx)dx,
n>1 0 n>1 n>1 n#i 0
ou seja,
Hy=-L > Bub (3.32)
3 — 9 nYn- .

n>1

Agora, substituindo Hy, Hs e Hz em Sy temos

:%anﬁ 3“LZ|B 2+ kLY BuB; — L 0, (3.33)

n>1 n>1 neti n>1

Agora, substituindo os valores de Sy, S2,S3 e Sy em (3.27) chegamos em

L 3po L bL

n>1 n>1 nFi n>1
3L
2\9 P4 55 D 1Bal’ KLY BuBi — KLY 0n. (3.34)
n>1 n>1 n#£i n>1

Observe que, usando a desigualdade de Young na seguinte série

L L
p2L Y BnBnBifi < pQT > " [BuBal® + % > BB

n#i n>1 n#i

IA

p2L > |Bnful® (3.35)

n>1
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Analogamente, para a série

KLY BuBi < kLY |B,|* (3.36)

nFi n>1

Agora usando (3.35) e (3.36) em (3.34) temos

2E(0) < %Z 1Bal? + %Z IBoBal? + %LZ B0, 2 + 5L S B+ wl S0P~ KLY Bubi

n>1 n>1 n>1 n>1 n>1 n>1

0, -1
e sabendo que 8, = 0,VC, B,, = 5 com 6, = (2n + 1)% e C = (& + %) e substituindo

K
na ultima desigualdade acima e simplificando temos como resultado
LC’ 5C L 5/-@L 1
250) < P5C S0+ (CRE+ ) TP+ T R (eaD
n>1 n>1 n>1

Sabendo que 02 < % consequentemente Z 10, < Z |0,|* e, usando esta estimativa em
n>1 n>1
(3.37) chegamos em

L 5Cps + b + 5k A
2E(0) < = 2XP2 T O Ok LI
0 < (mo+ X0 );rm

L
e definindo J := 3 <p1C + W) temos por fim que
0)<J > |6nl" (3.38)
n>1

0
Agora, usando na relagao (3.26) e sendo B,, = ?n e Bp = 0,V/C temos

T
L
3PCLOT A Y loul' < 227 [ lon(L, )P, (3.39)
0

n>1

de (3.38) temos

1 2E(0) _ poL
5P2CLCN(T,7) = < P2z /yz/;t (L, t)|%dt,

~ J
e fazendo C' = ————— chegamos em (3.24) provando assim o Teorema. [

CCl (Ta ’Y)
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Consideracoes finais

No inicio desse trabalho descrevemos desigualdade de Ingham e fizemos uma pequena
aplicacao no sistema de Timoshenko no que diz respeito a desigualdade de observabilidade.
Tal trabalho foi desenvolvido ao longo do periodo de 2014 até metade de 2015 no qual fui aluno
de Iniciagao Cientifica no Projeto Integrando Amazonia (CNPq) e com isso pude estudar muitos
outros assuntos pertinentes para poder ter um bom entendimento. Foi muito bom poder tra-
balhar nessa area da matematica. Existem muitos tépicos a serem desenvolvido, este trabalho
foi 86 um pouco do que se tem a descobrir e com certeza haverd muitas oportunidades para que

isso se concretize.
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