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Resumo

Uma das aplicacoes da transformada de Laplace é a resolucao de equacoes diferenciais
e integrais. Com ela resolvemos desde problemas simples envolvendo Equagoes Diferenci-
ais Ordinérias (EDOs) lineares de primeira e de segunda ordem a problemas relacionados
com modelos matematicos mais complexos, tais como as equacgoes de onda e de calor uni-
dimensionais, ambas Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) lineares de segunda ordem.
Este método consiste basicamente em transformar estas equacoes em equacgoes algébricas,
que naturalmente sao mais faceis de resolver, com excecao das EDPs que na verdade sao
transformadas em EDOs simples. Para mostrar a utilidade deste método, neste trabalho
resolveremos diversos problemas envolvendo estas equacoes, para isso veremos algumas
defini¢oes importantes, bem como demonstragoes de diversos teoremas seguidos por con-

juntos graduais de exemplos que irao ilustrar e ampliar o estudo desta transformada.

Palavras-chave: Transformada de Laplace. Equagoes diferenciais. Equagoes integrais
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Introducao

Muitos problemas em matematica aplicada recaem na resolucao de equagoes diferen-
ciais lineares de primeira e de segunda ordem. Estas equacoes descrevem a maneira como
certas quantidades variam com o tempo tal como: a corrente de um circuito elétrico, as
vibragoes de uma membrana eldstica ou o fluxo de calor através um condutor isolado e
resolve-las muitas vezes pode nao ser tarefa facil, por isso, neste trabalho estudaremos
um método que permite resolver tais equagoes de maneira muito eficiente, trata-se de um
operador integral denominado transformada de Laplace. Este método consiste em trés

passos principais:
1°) Um dado problema “dificil”é transformado em uma equagao “simples”.
2°) A equagao “simples”é resolvida por manipulagoes algébricas.

3°) A solucao da equagao “simples”é transformada novamente para obter a solucdo

desejada.

Assim a transformada de Laplace reduz o problema de resolver uma equacao diferencial
ao de resolver um problema algébrico. Na verdade, além das intimeras aplicacoes a re-
solucao de equacoes diferenciais ela também pode ser aplicada a resolucao de equagoes
integrais e integro-diferenciais. Com o objetivo de mostrar estas utilidades, neste trabalho
resolveremos diversos problemas de valor inicial e de valor na fronteira para estes tipos

de equacoes, dentre os quais destacaremos:

e Resolucao de sistemas de equacgoes diferenciais ordinérias
e Resolugao de equacoes integrais
e Resolugao de equagoes diferenciais parciais

Para resolver todos eles, primeiramente nds iremos estabelecer as bases tedricas desta
transformada.

No primeiro capitulo, reunimos alguns conceitos importantes para o desenvolvimento
da teoria bem como propriedades basicas da transformada de Laplace com as quais vamos
obter um nimero suficiente de transformadas de func¢oes elementares.

No segundo capitulo, a fim de estender o nosso estudo, demonstraremos dois impor-
tantes resultados, o primeiro envolvendo a fungao gama (Euler) e o segundo as fungoes
periddicas. Neste, também resolveremos alguns problemas de valores iniciais para siste-

mas de equacoes diferenciais ordinarias, equagoes integro-diferenciais e para certos tipos



de equagoes integrais. Para tanto, estudaremos propriedades fundamentais no que diz
respeito a cada uma destas aplicacoes.

O terceiro capitulo é dedicado a aplicagao da transformada de Laplace a resolucao
de equacgoes diferenciais parciais com condicoes de fronteira. Nosso principal objetivo
¢é a resolucao das equacao das equacoes de onda e de calor unidimensionais, por isso,
inicialmente faremos uma breve exposicao da classificagao das EDPs lineares basicas de
segunda ordem e em seguida, estudaremos o método da transformada de Laplace para

estas equacoes.



1 A Transformada de Laplace

1.1 Definicao da Transformada de Laplace

Definicao 1.1. Suponha que f ¢ uma funcao a valores reais ou complexos da variavel
(tempo) t > 0 e s é um parametro real ou complexo. Definimos a transformada de Laplace

de f como

£(f(t)):/oooe—5tf(t) dt = lim /Te—stf(t) dt (1.1)

T—00 0

sempre que o limite exista e seja finito.

Quando o limite acima existe a integral é dita convergente. Se o limite nao existe,
a integral é dita divergente e nao existe a transformada de Laplace definida para f.
Naturalmente, o parametro s deve ser escolhido de forma que a integral (1.1) convirja.

O operador £, chama-se transformacao de Laplace e associa a uma funcao f de variavel

t uma fungao F' de variavel s. Isto é,

L(f(1)) = F(s),

de modo que F(s) denota a transformada de Laplace da fungao f

Exemplo 1.1. Seja f(t) = 1 para t > 0, entao

T—00 —S

L(f(t)=L(1)= /000 e 1 dt = lim <€_St

isto é,

L(1) = %

s> 0. (1.2)

Este mesmo resultado é obtido quando s é um ntmero complexo, neste caso, para que
a integral convirja devemos tomar Re(s) > 0. Para ver isto, utilizaremos a Fémula de
Euler

e = cos O+ isenb, 0 real.

Primeiramente, vamos verificar que para s = x + iy # 0 também vale a igualdade

00 e—st T
/ e dt — Tim ( ) (1.3)
0 T=oo \ =5 |,




Para simplificar o nosso calculo, desconsideremos o sinal negativo e os limites de inte-

gragao. Assim, vamos provar que

Pela Férmula de Euler,

/eSt dt = /e(”iy)t dt = /emtcos ytdt +1 / e'sen yt dt.

xt

- x2e+ v [(z cos yt + ysen yt) + i(zsen yt — ycos yt)] .
e

e'St e(x'i'iy)t
sz + 1y

_ e™(cos yt +isen yt)(x — iy)

B 22 + 12

ext ‘
= g [(z cos yt + ysen yt) + i(zsen yt — ycos yt)].

Comparando (1.5) e (1.6) obtemos (1.4) portanto, vale a igualdade (1.3).

Observe que pela férmula de Euler resulta

] = 1,
Isto implica que
lim |e_ST‘ = lime ™ =0
T—00 T—00

para Re(s) = z > 0. Portanto, voltando a fémula (1.3) temos que

> -1 1
/ e ' dt = lim (e + —) = - Re(s) =z > 0.
0 S

T—00 —S S

Exemplo 1.2. Seja f(t) = ¢™! t > 0 e w uma constante. Entao

) 00 ) e(iwfs)t
L(e™) = / e e dt = lim | -
0 T—00 w — S

isto é,
L) = (Rels) > 0),
s — 1w
pois,
lim |[e™7e 7| = lim e " = 0, r = Re(s) > 0.
T—00 T—00

10

T ' 6('L"wfs)T 1
= lim | - — -
T—00 1w — S 1w — S
0

(1.4)

(1.5)



Analogamente, verificamos que

1

S+ 1w

L(e™) = (Re(s) > 0).

Devemos continuar desta forma e obter a transformada de uma funcao apds a outra
diretamente da definicao?. A resposta é nao, e a razao é que a transformada de Laplace
tem muitas propriedades que sao tuteis para este proposito. Uma das propriedades mais
elementares da transformada de Laplace é a linearidade e serda demonstrada na secao 1.6,

mas por enquanto, vamos assumi-la como sendo vélida.

Exemplo 1.3. Calculemos £ (sen wt) e L(cos wt), w real.

Sabemos que

iwt e—iwt
21

portanto, usando o fato de que a transformada de Laplace é uma operacgao linear

sen wt =

L(e™) — Le7™h) 1 1 1
E t — — — .
(sen wt) 2i 2i \s —iw s+iw)’
isto é,
w
E(sen U)t) = m <R€<S> > 0)
Analogamente,
S
ﬁ(COS wt) = m (Re(S) > O),

onde cos wt = (et + et /2.
Embora o operador de Laplace possa ser aplicado a um grande nimero de fungoes, ha
algumas para as quais a integral (1.1) ndo converge, por exemplo, para a fungao f(t) = e’

temos que

lim e~ ste’dt = lim / et dt = oo
0

T—r00 0 T—00
Por isso, antes de prosseguirmos com o estudo da transformada de Laplace, uma das
primeiras questoes com que temos que nos preocupar € descobrir para quais fungoes a
transformada de Laplace existe. Apresentaremos entao um teorema que estabelece a
existéncia da transformada de Laplace para uma classe de func¢oes bastante ampla. Com
este objetivo, inicialmente, definiremos func¢oes continuas por partes e fungoes de ordem

exponencial.

11



1.2 Continuidade Por Partes

A primeira consideracao da nossa classe de fungoes que possuem uma transformada
de Laplace bem definida, é que estas sejam continuas por partes. Para definirmos este

tipo de continuidade vejamos primeiramente a seguinte definicao.

Definicao 1.2. Uma funcao f tem uma descontinuidade de salto em um ponto t,, se

ambos os limites

Hm f(t) = f(&5) e lim f(t) = f(t7)

— +
t—ty t—t]

existem, sdo finitos e f(ty) # f(tg)-

O fato de t — ty e t — t§ quer dizer que t — t; tanto pela direita quanto pela

esquerda, como mostra a figura abaixo.

ft)

ftg)

f(ty)

Figura 1.1 —

Exemplo 1.4. A funcao

+2
ez, t>0
ft) = ’ Figura 1.2),
(t) 0 t<0 ( )

tem uma descontinuidade de salto em ¢ = 0 pois, lim f(t) =0e lim f(¢) = 1.
t—0~ t—0+

Algumas fungoes, apresentam descontinuidades que nao sao de salto.
Exemplo 1.5. A funcao

1
ft) = TTE (Figura 1.3),
tem uma descontinuidade no ponto t = 5 que nao é de salto, uma vez que, os limites

laterais lim f(¢) e lim f(¢) nao sao finitos.
t—5~ t—5t

12



ft) ft) é
1 i
o) 5 t
9, t |
Figura 1.2 — Figura 1.3 -

Definigao 1.3. Uma fungao f é continua por partes no intervalo [0,00) se satisfaz as
condicoes
(i) lim f(¢t) = f(0T) existe
t—0t+
(ii) f é continua em cada intervalo finito (0,b) exceto possivelmente em um nimero
finito de pontos 71, 7y, ..., 7, em (0,b) em que f tem uma descontinuidade de salto,

como mostra a figura abaixo.

ft)

Figura 1.4 —

A funcao do Exemplo 1.4 é continua por partes, ja a funcao do Exemplo 1.5 nao é
continua por partes pois como vimos, a decontinuidade em ¢ = 5 nao ¢ de salto.

Uma consequéncia importante da definicao de continuidade por partes, é que além da
fungado f ser continua em cada sub-intervalo (7;,7;41),7 = 1,2,...,n — 1, ela também é

limitada sobre cada um deles, ou seja,

’f(t)l SMZ, vVt € (TZ',T/L'+1), 1= 1,2,...,?7,—1,

13



M; > 0 uma constante finita.
Para integrar uma funcao continua por partes no intervalo de 0 até b integramos em

cada sub-intervalo, ou seja,

/Obf(t) dt:/O“ £(t) dt+/:f(t) dt+"-+/:f(t) &t

1.3 Ordem Exponencial

A segunda cosideragao da nossa classe de funcgoes que possuem uma transformada de

Laplace bem definida tem a ver com a taxa de crescimento das funcoes.

Definicao 1.4. Uma func¢ao f tem ordem exponencial o se existem constantes M > 0 e

a tais que para algum ty > 0,

|f(t)] < Me™, t > tp.

Normalmente, indicamos esta ordem, pelo menor valor de a que satisfaz a definigao,
ou seja, aquele a partir do qual a funcao f nao cresce mais rapidamente que a fungao
Meot

Exemplo 1.6.

(i) Fungoes do tipo e, a real, tém ordem exponencial a = a, pois,

|€at‘ S Meat
para qualquer M > 1.

(ii) As fungoes sent e cos t tém ordem exponencial oo = 0, pois,

|sent| <M e lcos t| < M
para qualquer M > 1.

(iii) A funcao t", n € N, tem ordem exponencial o = 1.

De fato, consideremos a série

| 5

oo
=2
n=0

‘ Y

3

entao

14



Isto é,

t" < nle'.

Assim,

[t"| < Me'  t >ty >0.

para qualquer M > nl.

1.4 A Classe L

O resultado que se segue estabelece a existéncia da transformada de Laplace para uma

classe de fungoes bastante ampla.

Teorema 1.1. Se f € continua por partes no intervalo [0,00) e é de ordem exponencial
a entdo, a transformada de Laplace L (f(t)) eziste para Re(s) > a e converge absoluta-

mente.

Demonstracao. Como f tem ordem exponencial

()] < Mye,  t € [to,00), (1.7)

a real. Além disso, como f é continua por partes em [0, %] f é limitada neste intervalo.

Tomando M, como sendo a maior das constantes que limitam a fungao nos sub-intervalos,

lf(t)] < My, te(0,t). (1.8)

e® admite minimo no intervalo [0, o], seja m = min e neste intervalo, entao

0<m< e t € (0,%).
Dai
at
1< — t € (0,t)
Disto e de (1.8) temos
£ < % = Mye®' te (0,4). (1.9)

Segue de (1.7) e de (1.9) que para M > max {M;, M3}

15



If()] < Me™,  te(0,00).

Assim,

T —st d — T—:ct d
/O| £(0)] dt / ()] dt,

< [ et ey

[

B Me —(z—a)
o 0
B M Me—(x—a)'r
-« r—a
Quando 7 — oo,
o M
/ e f(t)| dt < Re(s) =z > a. (1.10)
0 r—«

Logo, a transformada de Laplace converge absolutamente ! e portanto converge.

]

Exemplo 1.7. Consideremos f(t) = e, a real. Esta fungdao ¢ continua sobre [0,00) e

tem ordem exponencial o = a. Entao
00 00 —(s—a)t o
e
L(e™) = / e Sedt = / et = — |
0 0 —(s—a) 0

1

Ss—a

isto é,

/;(eat) —

(Re(s) > a).
Obtemos este mesmo resultado quando a é um ndmero complexo e Re(s) > Re(a).

Exemplo 1.8. Consideremos f(t) = t, t > 0. Esta fungdo ¢ continua e¢ tem ordem

exponencial « = 1. Logo

0 —t —st oe
£@%z/jte“ﬁ:: c
0 0

1 [ 1
+—/ e tdt = ~L(1),
0 S

S S

'Dizemos que a Transformada de Laplace converge absolutamente se

Thf;o/o le™* f(t)] dt

existe.

16



isto é

L=~ (Re(s)>0). (1.11)

52

Integrando por partes duas vezes, verificamos que

L(t*) = /000 e Sidt = 2 (Re(s) > 0).

g3

De maneira geral,

n n!
L(t") = e (Re(s) > 0), (1.12)
paran = 1,23, .... Para ver isto, utilizaremos inducao sobre n.

Se n. =1 temos (1.11). Supondo que vale para todo inteiro positivo n, entao

ﬁ(tn+1> — / efstthrldt
0

[e.9]

1 o0
+ (n+1) / e stndt
0

S

_tn—l-le—st

S

UER P
(n+1) n!
s gntl
(n+1)!
gnt+2 :

0

Na verdade, a férmula (1.12) também vale para n = 0, pois, 0! = 1, o resultado é mesmo
que aquele obtido no Exemplol.1. No contexto da fun¢ao gama (capitulo 2), veremos que
esta férmula pode ser estendida para valores nao inteiros de n.

As condicgoes estabelecidas pelo teorema anterior, sao suficientes para a existéncia da
transformada de Laplace de uma certa classe de funcoes, contudo devemos notar que
ha funcgoes que nao satisfazem essas condigoes e ainda assim possuem transformada de

Laplace.

Exemplo 1.9. Consideremos

f(t) = 2te” cos(e).

Esta fungao ¢ continua (produto entre funcoes continuas) sobre [0,00), mas nao tem
ordem exponencial, pois, nao existem constantes M > 0 e « tais que para algum £, > 0
le”’| < Me®, t > t, . Porém

L(f(t)) = /OOO e~*2te"” cos(e)dt

17



existe, pois, utilizando integracao por partes, encontramos

L(f(t) = eStsen(etQ)‘oo—i-s/ e *'sen(e’” ) dt
0 0
— —sen(1) 4 sL(sen(e’)) (Re(s) > 0)
e L(sen(e”)) existe, pois, sen(e'’) satisfaz as hipéteses do Teorema 1.1.

Como podemos observar, ha uma grande classe de fungoes que possuem transformada

de Laplace. A classe L, como a denotamos, é definida como:

L={f:(0,00) >RouC:3L(f)}.

Isto é, L é a classe das fungoes reais ou complexas definidas no intervalo (0,00) para as
quais a transformada de Laplace existe. Seguramente, nesta classe existem nao sé fungoes
que satisfazem as hipdteses do teorema mas também aquelas que nao satisfazem uma ou

ambas as hipoteses.

1.5 Convergéncia Uniforme

Para as funcoes que satisfazem as condi¢oes do Teorema 1.1 a transformada de Laplace
converge absolutamente, isto &, fooo le™s' f(t)| dt converge. Vamos provar que para tais
funcoes vale também a convergéncia uniforme da integral fooo e SLf(t) dt.

Para f de ordem exponencial, existem constantes M > 0 e « tais que para algum
to > 0,

Entao

/toooe—“f(t)dt' < /tooo\e—stf(t)]dt
= [ el

to

< M / e~ (@t gy
to
Me— (@

a)t |o©
B —(z—a) to
Mef(l“*a)to
N r—a

para x = Re(s) > a. Tomando x > x7 > « obtemos uma cota para a tltima expressao:

Mef(x*a)to Me*(mO*a)to
< .

Tr—« - Tog — «

18



Note que quanto maior o valor de #(, o termo do lado direito desta desigualdade vai ficando

arbitrariamente pequeno. Isto é, dado € > 0, existe 7" > 0 tal que

/ estf(t)dt‘ <, to>T

to
para todos os valores de s com Re(s) > xy > «. Portanto, a transformada de Laplace

converge uniformemente.!

A seguir, conheceremos uma propriedade geral da transformada de Laplace.

Teorema 1.2. Se [ € continua por partes sobre [0,00) e tem ordem exponencial o, entdo

quando Re(s) — oo.
Demonstragao. Por (1.10)

I e‘stf(t)dt' <

0
Portanto, quando x — oo

(Re(s) =z > a).

r—«

F(s)—0
[l

Qualquer funcao sem este comportamento nao pode ser a transformada de Laplace de

alguma fungao f. Por exemplo

s—1 ¢° 9
) — € S5,
s+1 S
pois,
: s—1 : e’ : 2
lim =1, lim —=+40c0 e lim s* =400
Re(s)—oo S + 1 Re(s)—oc0 S Re(s)—o0

1.6 Propriedades Basicas

A transformada de Laplace, possui propriedades gerais que facilitam o calculo da
transformada de muitas fungoes. Comecamos enunciando uma de suas propriedades mais

elementares.

LA transformada de Laplace é dita uniformemente convergente para s em algum dominio £ no plano
complexo, se para qualquer € > 0, existe um niimero 7y de tal modo que se 7 > 73 , entao

.Awe“f@Mt

para valores de 7y suficientemente grandes e para todo s em ().

<€

19



1.6.1 Linearidade

Teorema 1.3 (Linearidade). Se fi € L para Re(s) > «, fo € L para Re(s) > 3, entdo
fi+ f2 € L para Re(s) > maz {a, B}, e

L(cifi + cafa) = a1 L(f1) + c2L(f2) (1.13)

para constantes arbitrarias ci, cs.

Demonstracao.
Lcifi +cafs) = /°° e~ (cifu(t) + cafa(t))dt
0
— —st d > —st d
01/0 e~y (1)t + c2/ e £y (1)t

0
= aL(fi)+ =L(f) (fi, fo € L).
]

Este resultado, permite que calculemos a transformada de algumas fungoes a partir

de outras transformadas ja conhecidas.

Exemplo 1.10. Calculemos L(senh wt) e L(cosh wt).

Sabemos que

wt e—wt
h wt =
senn w 5
Entao
1 1 1 1
E h t = = ,C wt — E —wt = — i
e )~ (- )
isto é,
w
E(Senh U}t) = m
Analogamente,
h S
L(COS wt) = m,

onde cosh wt = (e*! + e~ ") /2.
Podemos calcular a transformada de Laplace de um polinomio de grau n

Exemplo 1.11. Seja f(t) = ag + a1t + - -+ + a,t" um polinoémio de grau n, temos que

n

F6)=>"apt"

k=0
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onde os coeficientes ap sao constantes. Tomando a transformada de Laplace termo a

termo, obtemos

SDILEE o
k=0

por (1.12) e (1.13).

Para uma série infinita nem sempre podemos tomar a transformada de Laplace termo

a termo.

Exemplo 1.12. Considere

, —00 <t < o0. (1.14)

Tomando a transformada de Laplace termo a termo desta série, obtemos

= (=1)” £ = ZOO )" I (=) @2n).(n+2)(n+ 1)
Z n! n! 32”+1 s §2n '
n=0 n=0 n=0" "% o
Pelo teste da razao,
n .1 —2(2 1 . 2(2 1
T AR Y ‘#’: o 222D
n—oo | Up n—o00 S n—oo |3|2

, ;. . , _ 42 . .
Isto é, a série diverge para todos os valores de s. Sabe-se porém, que L(e™"") existe, pois,

~ _ 42
a funcao e!

satisfaz as hipdteses do Teorema 1.1, uma vez que, é continua e limitada
sobre [0, 00).
As condigoes para que possamos calcular a transformada de Laplace de uma série

infinita tomando a transformada termo a termo, sao estabelecidas pelo seguinte teorema.

Teorema 1.4. Se

converge para t > 0, com

para todo n suficientemente grande e a« > 0, K > 0, entao

Zan (t") = Z Z+1' (Re(s) > ).

n=0
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Demonstracao. Como f(t) é dada por uma série de poténcias convergente, entdo f é
continua no intervalo [0, 00).

Vamos mostrar que

quando N — oc.

Observe que

IN
ﬁ

onde

parat >0, a >0, e K > 0. Entao
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quando N — oo, pois,

E <g> S— : ‘g‘<1 para x = Re(s) > a.
x
n=0

T r — «

Na verdade, estamos usando o fato de que a série geométrica tem a forma

> 1
"= — < 1.
= I

n=0

Portanto

£ —J&IE;Z% £

Note que os coeficientes da série (1.14) nao satisfazem a hipétese do teorema.

Exemplo 1.13. Seja

nth

_ sent >
f nZ 2n—|—1

Entao
(—=1)" 1 1
|a2n|:: = < )
Cn+1D!  (2n+1)!  (2n)!
Logo, pelo teorema 1.4

sent) o (1)"L() o (—1)"
L( t )_nz_o (2n +1)! _2(2n+1)s2n+1’

n—=

n=012--

Observe que por (1.15) temos

tan 'z = /x / DM dt = i": M |z| < 1.
o 1+1¢2 ~ n+l

23
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Assim, para z = 1/s

Portanto

Veja também o Exemplo 1.26.

1.6.2 Inversa da Transformada de Laplace

Definicao 1.5. Se L (f(t)) = F\(s), entao a inversa da transformada de Laplace ¢ deno-
tada por

Exemplo 1.14.

E_l (%) = sen wt, t Z 0.
S w

Existe outra fungao f(t) # sen wt tal que L1 (w/(s* +w?)) = f(1).

Exemplo 1.15. Consideremos

g(t) =

senwt, t>10
1, t=0

Esta fungao, difere da funcao sen wt,t > 0, por uma descontinuidade no ponto t = 0,
contudo sabemos que quando alteramos uma fungao em um ponto o valor da integral de

Riemann nao se modifica. Assim,

Portanto

_ w
o <s2+w2) =gl 120

O teorema a seguir nos diz quando a transformada de Laplace de uma funcao sera

Unica.

Teorema 1.5 (Lerch)(Unicidade da Transformada Inversa de Laplace). Suponha f(t) e
g(t) fungoes continuas sobre [0,00) e de ordem exponencial o, se L(f(t)) = L (g(t)) para
todo Re(s) > a, entdo
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¢ tinica e podemos falar da inversa L' (F(s)).

A demonstragao do teorema acima pode ser encontrada na p. 183 da Referéncia [4].
Este diz que se nos restringirmos a fungoes que sdo continuas em [0, 00) a transformada
inversa sera unica. Isto é exatamente o que devemos fazer na sequéncia e, portanto, nos

escrevernos

£t (%) = sen wt t>0.
s$2 4+ w

Uma fungao descontinua de grande importancia quando se trata da resolucao de al-
gumas equacgoes diferenciais, e que por isso, deve ser levada em consideragao é dada no

exemplo a seguir.

Exemplo 1.16. Consideremos a funcao degrau unitario

1, t>a
uq(t) = 0 , a>0.
. t<a.

Uq(t)
1 :
@] a t
Figura 1.5 —
Temos que
00 00 6—st o
L(ug(t)) :/ e ", (t)dt :/ e Stdt = :
0 a —S
isto é,
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Portanto

S

= (6) —_— (1.16)

A funcao degrau unitario também é comumente definida como

1, t>
ua(t):{o’ t<Z’ a>0

e é conhecida como funcao (degrau) de Heaviside. As duas defini¢oes de u,(t) tém a
mesma transformada e por isso a partir desse ponto de vista sao indistinguiveis.

A funcao

va(t):{ 1, t>a

0, t<a

¢ uma outra variante da funcao degrau unitario. Assim, para esta funcao, poderiamos

c (6;) —

No entanto, o resultado (1.16) é mais apropriado.

também ter escrito

Para denotar a fun¢ao degrau unitario u,(t) também usaremos u(t — a), para a = 0

escreveremos apenas u(t).

Exemplo 1.17. Para 0 < a < b, seja

. 0, t<a
Ugp(t) = — (ua(t) —up(t)) = ¢ 7=, a<t<b
0, £>b
uab(t)
1
e e
O CIL b t

Figura 1.6 —

Temos que

I (t))—/oo -t (t)dt—/b w1 oyt
Havlt)) = 0 € tab N ae b—a  s(b—a)



Observacao. Uma consequéncia da linearidade da transformada de Laplace é que £71

também é uma operador linear.
De fato,

L7 aF(s) +0G(s)) = LY (al(f(1) +bL(g(t)))
= L7YL(af(t) +bg(t)))

Exemplo 1.18.

1.6.3 Teorema da Translacao

Os dois teoremas que apresentaremos agora, sao de grande utilidade para a deter-
minacao da transformada de Laplace de algumas fungoes e também para o calculo de
suas inversas. No primeiro, a translacao ocorre no dominio s ja no segundo, a translacao

ocorre no dominio .

Teorema 1.6 (Primeiro Teorema da Translagao). Se F(s) = L(f(t)) para Re(s) > 0,

entao

F(s—a)=L(e™f(t)) (a real, Re(s) > a)

Demonstragao. Para Re(s) > a,

F(s—a)= /000 e~V F (1) dt = /0OQ e St f(t)dt = L(e™f(t))

Exemplo 1.19. Visto que

Entao

L(e™t) = F(s—a) = (Re(s) > a).

De maneira geral, como

27



Fls) = £(") = .
entao
|
L(t"e™) = F(s — a) = # n=0,1,2,.. (Re(s)>a).

Disto, segue que

—1 n' _ n _at
L (—(s—a)”“) =t"e”.

Assim, pela linearidade da inversa, obtemos a expressao

1 1
—1 . n _at
c (—(S_Q)nH)——n!te , t>0.

Exemplo 1.20. Calculemos £(e? cos 3t).

Visto que
s
F(s) = L(cos wt) o
Entao
L(e™ coswt) = F(s —a) = S — (Re(s) > a).
(s —a)? + w?
Assim,
ot 5—2
) L —
L(e* cos 3t) G971 9
Visto também que
w
— t = —
F(s) = L(sen wt) o
s
F(s) = L(cosh wt) = PR
w
F(s) = L(senh wt) = 2
Entao, de maneira geral
L(e™ coswt) = F(s —a) = ———2 (Re(s) > a)
(s —a)? + w?
. w
L(e"senwt) =F(s—a) = ————— (Re(s) > a)

(s —a)?+ w?
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L(e™ coshwt) = F(s—a) = ————— (Re(s) > a)
L(esinhwt) = F(s —a) = ————— (Re(s) > a).

Exemplo 1.21. Calculemos £7* (52—1—2—5—1—1)

Temos que

1 S a1 s
£ (82+45+1> = £ ((s+2)2—3)

N EJ(@j;;—S_{s+;2—3)

| 5+2 2 V3
-k ((s+2>2—(\/§)2) VR ((5+2)2—(¢§)2

2
= ¢ 2 cosh \/gt — — e % genh \/§ t.
V3

Teorema 1.7 (Segundo Teorema da Translagao). Se F(s) = L(f(t)), entdo

L(ua(@)f(t —a)) = e F(s)  (a=0)

Demonstracao. Como

entao

Exemplo 1.22. Calculemos L£(g(t)) para

(1) = 0, 0<t<l
g t—12%  t>1
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O 1 t

Figura 1.7 -

Pelo grafico, percebemos que g(t) é na verdade, a fungao f(t) = t?, t > 0 transladada

uma unidade para a direita. Portanto

2e7°
53

L(g(t)) = Lua(t)(t = 1)*) = eL(t?) = (Re(s) > 0).

O segundo teorema da translacao também pode ser considerado na forma inversa

L7 (e F(s)) = ua(t) f(t — a),
para F(s) = L(f(t)),a > 0.

—2s
Exemplo 1.23. Calculemos £} ( ¢ ) :

s2+1
Como
—2s
ss e e % L(sent).
Entao

£ (si_—l—sl) = L7 (e7*L(sent)) = us(t)sen(t — 2), (t >0).

1.6.4 Diferenciacdo e Integracao da Transformada de Laplace

A principal aplicacao da transformada de Laplace é a resolucao de equagoes diferencias
ordinarias lineares com coeficientes constantes. No entanto, ela também pode ser usada
para resolver certas EDOs com coeficientes variaveis. Neste caso podemos contar com

seguinte teorema;:

Teorema 1.8. Seja f continua por partes sobre [0, 00), de ordem exponencial o e L(f(t)) =
F(s). Entao

@F(s) =L((-1)""f(t)), n=1213,..(s>a). (1.17)
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Demonstracao. Em virtude das hipotese, para s > xg > «, justifica-se a mudanca na

ordem dos processos de integragao e de derivagao (cf. Ref.[2], p. 312) o seguinte célculo.

d d

%F(s) == /OOO et f(t)dt = /Ooo %e—stf(t)dt = /OOo —te S f(t) = L(—tf(t)).

O

Como para qualquer s > «, podemos encontrar algum z, satisfazendo s > o > «, o
resultado anterior é valido para qualquer s > «a.

Observagao. Utilizando indugao sobre n provamos o caso geral d"/ds™, em virtude de

L ((—=1)"t"f(t)) ser uniformemente convergente para s > xy > «.

Exemplo 1.24. Calculemos L(t sen wt) e L(t cos wt).

Temos que
d d w
L(tsen wt) = —Eﬁ(sen wt) = L
isto é,
2ws
£<t Se1n U)t) = m
Analogamente,
52 — w?
E(t COS 'LUt) = m

Tomando a inversa em (1.17)

Dai

Assim, para n = 1 obtemos

1, (d
f(t) = —;L (£F(s)> (t>0). (1.18)
para f(t) = L7Y(F(s)). Esta forma é ttil para encontrar uma transformada inversa

quando ¢é mais facil trabalhar com a derivada da transformada do que com a propria

transformada.
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Exemplo 1.25. Encontremos

Por (1.18) temos

1 d s+a __1 1 1 _1 bt —at
I = E <d$ gs+b>_ tE (s+a s—i—b)—t(e ).

No seguinte resultado veremos que a integral da transformada de Laplace é outra

transformada de Laplace.

Teorema 1.9. Se f ¢ continua por partes sobre [0,00) e tem ordem exponencial o, com
F(s)=L(f(t)) e tal que lim f(t)/t existe, entao
t—0

/:O F(z)dz = L (@) (s > a).

Demonstracao. Por definicao,

Integrando ambos os lados desta equagao, obtemos

/:o Fla)de /:o (/OOO e‘”“"tf(t)dt> do = lim /sw (/Ooo e‘“f(t)dt) dz

Como fo ~etf(t)dt converge uniformemente para o < s < x < w, podemos inverter a

ordem de integracao (cf. Ref.[2], p. 310), isto é,

/Oo F(x)dx = lim h (/w e_xtf(t)dzn) dt
s w—r00 0 s
] 00 e—xt w
= [T o] a

= / e’“wdt— lim/ e’“’tmdt
0 t w=o Jo t )

G(w)
-<()

pois, pelo Teorema 1.20 lim G(w) = 0. A existéncia de L (f(t)/t) é assegurada pelas

wW—r00

hipéteses.

]
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t
Exemplo 1.26. Calculemos £ (Se? >

Temos que

t > d
L setl :/ A lim (tanflx
t s x2 +1 wW—00

1
Seja f(x) = tan "'z + tan™* (—), entao
x

w

s

1 1
/ = — —=
f<x>_1+x2 1+ 22

Isto significa que f(z) =k, k constante. Assim, como

tan '1+tan"'1 = g
para z = 1, temos que

1
tan~'s + tan " <—> = E,
s 2

para x = s. Portanto, substituindo este resultado em (1.19) obtemos

c (Se?t) — tan~! (é) (s> 0).

senh wt)

Exemplo 1.27. Calculemos £ (

Temos que

senh wt / * wdzx
L — _ R
t s T2 —w?

1 . T—Ww s+ w
= —( lim In +1In
2\t THw S —w
1
= —(1n1—|—ln8+w)
2 s—w
1. s+w
= -] > .
)

No segundo passo utilizamos o método das fragoes parciais.
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2 Aplicacoes da Transformada de Laplace:
Sistemas de Equacdes Diferenciais e

Equacoes Integrais

O método da transformada de Laplace pode ser aplicado a vérios tipos de problemas
os quais incluem equacoes diferenciais ordindrias, equacoes integrais e integro-diferenciais.
Para mostrar a utilidade deste método, neste capitulo resolveremos alguns problemas de
valores iniciais para estas equacgoes, para isto, estudaremos propriedades fundamentais da
transformada de Laplace no que diz respeito a cada uma delas. Para estender o nosso
estudo inicialmente faremos uma breve introducao a funcao gama e em seguida a fungoes
periddicas, isto é, veremos como estas duas fungoes estao relacionadas com a transformada

Laplace.

2.1 Funcdo Gama

Na secao 1.4 vimos que

n!
8n+1 ’

L") = n=12.3,..

equagao (1.12). A fim de estender este resultado para valores nao-inteiros de n, conside-

remos

L(t) = /0 et dt (v > —1).

Na verdade, para —1 < v < 0, a funcao f(t) = t” ndo é continua por partes sobre [0, c0)
uma vez que tlir(g t” = +o00. No entanto, como a integral (imprépria) fOT t¥ dt existe para
v > —1,e f(t) = t¥ é limitada para valores grandes de t, a transformada de Laplace,
L(t"), existe.

Por uma mudanga de variavel, z = st (s > 0) em (1.12), temos que

v Oofx z\¥ 1 o 1 ool/fx
E(t)—/o e (g) ;dx_s”“/o x’e " d. (2.1)

A quantidade

I'(p) = /OOO P le " dx (p>0) (2.2)



é conhecida como a fun¢do gama (Euler). Embora esta intergal impropria exista e seja
uma fungao continua de p > 0, nao é igual a nenhuma funcao elementar, veja a figura

abaixo.

['(p)

Figura 2.8 -

Fagamos p = v + 1 em (2.2), entao

F'v+1) = / Ve *dx (v > —1).
0
Substituindo em (2.1), obtemos

I'v+1)
—

L(t") = v>-—1,5>0. (2.3)

Para o exemplo que veremos a seguir, vamos provar o seguinte lema

/000 e du = g (2.4)

Lema 2.1.

Demonstracao. Facamos

P 2 P 2
Ip:/ e’ d:r:/ e Vdy (P >0).
0 0

Temos que

P 2 P 2 P P 2 2 2 2
I7 = / e " dx/ eV dy = / / e Vdrdy = // e~ @) dady,
0 0 o Jo Ry

onde Rp é o quadrado OACE de lado P como mostra a figura 2.9. Uma vez que o

integrando é positivo, temos

// e~ @) drdy < 12 < // e~ @) dady, (2.5)
R1 R2
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onde Ry e Ry sao as regioes do primeiro quadrante limitadas pelos circulos de raios P e

P2 respectivamente.

Y
D
N
B C
PV2 T
P
S
l p
Y 1 X0 A B
0] x
Figura 2.9 —
Facamos a mudanca de variavel
x = pcosf o(z,y) ‘
; drdy = dpdf = p dpdf.
{ y = psend ’ ‘3(0,9) P rar

Para que o ponto S permaneca na regiao R; é suficiente que 6 pertenca ao intervalo
[0,7/2] e p ao intervalo [0, P]. Dai

o /2 P ) w/2 P )
// e ) dady :/ / e " pdpdb =/ d9/ e P pdp=
Ry 0 0 0 0

Analogamente,
// e_(“zﬂz)dmdy =
Ro

Portanto, voltando a (2.5) temos

()

1

(1 - 6_2P2> .

NS

ou

Como

lim %(1—6*132): g = lim %(1—6*2132)
segue pelo teorema do confronto que
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. . _p2
lim Ip = lim e dr = —
P—oo P—oo 0 2

ou seja,

o5

> 2
/ e Tdr =
0

Assim, o resultado (2.4) segue fazendo x = u.

Exemplo 2.1. Calculemos £ (¢t7V/?).
Por (2.3) temos que

onde

e em virtude do Lema acima

Portanto

£ (s_%> L (t>0).

(2.6)

(2.7)

Em alguns casos pode ser que tenhamos que determinar a transformada de Laplace

de uma funcao periddica, a seguir veremos como isto pode ser feito.

2.2 Funcoes Periddicas

Se f é uma funcao peridédica com periodo T' > 0, entao f(t) = f(t+T) com —oo <

t < oo como mostra a figura 2.10.
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0 T 2T 3r i

Figura 2.10 —

Para funcoes deste tipo,

F(s) :/OTe‘Stf(t)dt~|—/2Te_8tf(t)dt+/3Te_5tf(t)dt+---.

T or
Como

T 2T 3T
—st dt = —st dt = —st dt = - .-
/0 e " f(t)dt / e " f(t)dt / e " f(t)dt :

T 2T

pela periodicidade de f, temos que a transformada de Laplace de toda funcao periddica

¢é apenas um multiplo particular de

Fi(s) = /0 e~ £ (1)t

que ¢ a transformada de Laplace da funcao f no primeiro periodo e zero fora deste periodo.

As funcoes sen t, cost e tgt sao periddicas, sendo que esta tem periodo T = 7 e as

outras duas tém periodo T = 27.

A seguir veremos como determinar a tranaformada de Laplace de uma funcao periédica.

Teorema 2.1. Se F(s) = L(f(t)) e f € periddica de periodo T, entdo

F(s) = ﬁﬂ(s).

Demonstracao.

F(s):/Oooe_Stf(t)dt:/OTe_Stf(t)dtJr/ooe_Stf(t)dt.

T

Fazendo 7 =t — T na ultima integral, obtemos

/TOO et f(t)dt = /000 e f(r + T)dr = =T /000 e T f(r+T)dr.

Como f é periddica
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/00 e S f(t)dt = e*T /OO e T f(T)dr = e T F(s).
0

T
Substituindo em (2.9), obtemos

F(s) = /o e f(t)dt + e T F(s)
= Fi(s)+e T F(s).

Isto é,

1

F(s)= ———
(S> 1 —esT

Fi(s).
[

Exemplo 2.2. Encontremos a transformada de Laplace da funcao onda quadrada repre-

sentada na figura abaixo.

f(t)
1_ 1 1 1 1 1
O a 2a 3a 4da 5a t
Figura 2.11 -

Esta fungao ¢é limitada, continua por partes e periddica de periodo T' = 2a, entao

1
F(s) = 1_—€,2MF1(3)>
onde
2%, e—st 2a )
F — _Stdt — — _(p—as —2as
)= [ ema=| = )
Portanto
1 1 —as(] — 748 —as 1
F(S) ( —as __ €—2as) — € ( € ) — € _

s(I—e @) (1+e9) s(1+e ) s(1+em)
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Observe que a expressao

1
1—eT
na equacgao (2.8), é a soma da série geométrica de razao z = e~*1 logo, também podemos

escrever (2.8) como

o0

F(s)=Y e ™ F(s) (z="TRe(s)>0).

n=0

Assim, por exemplo para a fungao do Exemplo (2.2) temos

S 1
F(S) — § 6—2nas_(e—as _ 6—2(15)
n=0 5
> (6—(2n+1)a5 6—(2n+2)as)
Z S S
n=0
e as e—?as 6—3@8 6—4(15
= — - — -
S S S S

ou seja,

L(f(1)) = L(ua(t)) = L(u2a(t)) + L(uza(t)) = L(uga(t)) +--- .

Isto significa, que para as fungdes periédicas como a da fungao onda quadrada (Fi-

gura 2.11), que poderem ser escritas na forma

f() = ua(t) — uga(t) + usa(t) — uga(t) +-- -,

também podemos tomar a transformada de Laplace termo a termo.

Exemplo 2.3. Consideremos a fungao seno de meia-onda retificada dada por

f(t) = sen wt, 2”T“<t< —
o O, (2nzl)7r <t< (2n$2)ﬂ' )

(2n+1)m
n=0,1,2,.., (Figura 2.12).

Esta fungao é limitada, continua por partes e periédica de periodo T' = 27 /w, entao

onde

™

Fi(s) = /w e *'sen wt dt.
0

Utilizando integragao por partes, obtemos
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et = w s

Fi(s) = m(—s sen wt — w cos wt) . m(l +e w).
Portanto
LUW) = — (14 F) v
= (A w = rry
1—e "5 8% +w? (s* +w?) (1l —ew)
f(t)
: /\ /\
O Ll 2 3 t
Figura 2.12 —

Exemplo 2.4. Consideremos a fungao de onda completa retificada f(¢) = [sen wt| dada

pela figura abaixo.

f(t)
14
O m 2m 3m t

Figura 2.13 —

Esta fungao é periédica de periodo T' = 7 /w, entao

Como no exemplo anterior
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Fi(s) = / e *'sen wt dt.
0

Assim, integrando por partes

L) = — - (e H)

S
1—e w52+ w?
TS
w l+e w
24w \l—ew
s s
w ew + e 2w
24+ w? \ezw —e 2w
s
_ w (Costh)
2 2 s
st 4w senh2w

w o s
= ——— coth—.
52 4+ w? 2w

2.3  Transformada de Derivadas

Para aplicarmos a transformada de Laplace na resolucao de equacoes diferenciais or-
dinarias necessitamos de uma férmula para o calculo da transformada da derivada. A

seguir veremos que a transformada da derivada de f pode ser expressa em termos de

L(f)-

Teorema 2.2 (Teorema da Derivada). Suponha que f é continua sobre (0,00) e de ordem

exponencial o e que f' € continua por partes sobre [0,00). Entao

L(f(t) = sL(f(1) = f(07)  (Re(s) > a). (2.10)

Demonstracao. Temos que

L(f'(t) = /OOO e * f'(t)dt = lim /T e "t (t)dt

6—0 5
T—00

Utilizando integragao por partes

£y = i el [Tt

§—0
T—00

=t | ) = @)+ [ e .

5—0 5
T—00

Como f tem ordem exponencial «

[F(T)] < Me™.
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Multiplicando por e=*7, onde & = Re(s), temos

e f(1)| < e Me® = Me™ "7 — 0, (211)

quando 7 — oo, para Re(s) = x > «. Segue entao que

L(f'(t)=—f(0")+ S/OOO e S f(t) dt (Re(s) > a).

Portanto,

Observacoes:
(i) Observemos que f(0T) existe desde que f'(07) = lim f'(t) exista. E evidente que
t—0
se f for continua em ¢t = 0, entdo f(0%) = f(0) e a férmula (2.10) torna-se

L(f'(t) = sL(f(t)) = £(0). (2.12)

(ii) Uma caracteristica interessante do Teorema 2.2 é que podemos obter £ (f’) mesmo
que f’ ndo seja de ordem exponencial, pois, por hipdtese, temos que L (f) existe.

Vimos um caso semelhante no Exemplo 1.9, onde f(t) = sen (e'”).

Exemplo 2.5. Vamos calcular £ (sen’wt) e L (cos® wt).

Para f(t) = sen’wt temos que

1'(t) = 2w sen wt cos wt = w sen 2wt.

Entao, por (2.12)

L(w sen 2wt) = sL(sen’*wt) — sen’0.

Isto é,
1 w 2w 2w2
o _ _
Lisen'wt) = — L{wsen 2wt) = ————p 5 = s(s2 4 dw?)’
Analogamente,
1 1w 2w 1 842w’
L{cos®wt) = — L(—wsen 2wt) + — = —— ————— + - = ——— ..
(cos” wt) . (—w sen w)—i—s 382+4w2+3 s(s2 + 4w?)
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Se f(0) = 0 na equagao (2.12) entao,

Assim, temos

onde F(s) = L (f(t)).

Exemplo 2.6. Calculemos £ ( 5 i 2).
—a

Temos que

onde a/(s* — a?) = L (senh at). Logo

52 — q? a

L1 ( i ) _1 (senh at)’ = cosh at.

Pode ocorrer que f tenha uma descontinuidade de salto em um ponto distinto da

origem. Para este caso, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.3. Suponha que f € continua sobre [0,00) exceto por uma descontinuidade
de salto em t = t; > 0, e que [ tenha ordem exponencial o com [’ continua por partes

sobre [0,00). Entao

L(f'(t) = sL(f(t) = f(0) —e ™ *(f(t]) = f(t1))  (Re(s) > a). (2.13)

Demonstracao.

L(f(1) = / e e

= lim [ e f'(t)dt

T—00 0

= lim [/t; e " f'(t) dt + /T e~ f/(t) dt]
=00 | Jq o+

1

= lim [e‘“f(t)‘él + e‘“f(t)!tl + S/T et f(t) dt} .
! 0

T—00

Como e~ é continua em ¢t = t; > 0,
lim e " = lim e = lim e % = ¢™%"1,
t—t] t—t] t—=ty

Entao
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LUO) = Jim e (6) = SO+ ) =)+ [ e dt]

= ¢ f(tr) = f(0) — e (#) + sL(f()  (Re(s) > o),
por (2.11). Isto é,
L(f'(t)) = sL(f(t)) = f(0) — e (f(t]) — f(t1)).

Observacao: se 0 =ty < t; < --- < t, sao um numero finito de descontinuidades de

salto, a férmula (2.13) torna-se

L(f'(1) = sLIF(£) —1(07) = Y e ™ (f(t]) — f(t;,))- (2.14)

No tratamento das equagoes diferenciais ordinarias precisamos conhecer também L( f”(t)).

Suponha que possamos aplicar a férmula (2.12) para f”. Entao

L(f"(t) = sLIS'(t) = ['(0) = s [sL(f (1) = f(0)] = f'(0) = s*L{f () — s£(0) — f'(0).

Analogamente,

L(f" (X)) = sL(f"(t) = ["(0) = $*L(f (1) — 5*f(0) — s£'(0) — f"(0)

De maneira geral, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.4. Suponha que f(t),f'(t), --- , f®~U(t) sdo continuas sobre (0,00) e de

ordem exponencial, enquanto f™(t) é continua por partes sobre [0,00). Entdo

L(fM0) = "LIfB) =" F(07) = "2 F(07) = oo = fO70(07).
Exemplo 2.7. Calculemos a transformada de Laplace dos polinomios de Laguerre, defi-
nidos por

L,(t) = e—t ﬁ(t”e_t) n=0,1,2 (2.15)
n - n' dtn ’ — My Sy e . .

Fagamos y(t) = t"e™" em (2.15), entao

L(L,(t) =L (et%y(”)) = %E (ety(")) : (2.16)

Seja Y (s) = L(y™). Pelo Teorema 1.6 (Primeiro Teorema da Translacio)

L (ety(”)) = %Y(s -1) (Re(s) > 1). (2.17)
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Utilizando o Teorema 2.4 obtemos

Y(s) = s"L(y(t) — 8" 'y(07) = s" 2y (07) — - =y (0") = s"L (y(1)) .
Assim, pelo primeiro teorema da translacao

n!
(S + 1)n+1’
visto que L(¢") = n!/s""! em (1.12). Portanto, voltando & (2.17) temos que

Y(s) = s"L(t"e ") = s"

" (s —1)"n!
L(ey™) =5
Substituindo em (2.16) obtemos

L (ety™) = L=t =D sy > 1),

n! gntl gntl

2.3.1 Sistemas de Equacdes Diferenciais

O teorema da derivada na forma do Teorema 2.4 possibilita a utilizacao da trans-
formada de Laplace como uma ferramenta para a resolucao de equagoes diferenciais or-
dinarias. Entre as intumeras aplicagoes desta transformada a EDOs, estd a resolugao de

sistemas de equagoes diferenciais. Para ilustrar esta aplicacao, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.8. Consideremos o sistema

dy
@
y(0) =1, z(0) = 0. (2.18)
dz.
a =Y,

Suponhamos que y(t) e z(t) satisfazem as hipéteses do teorema (2.4). Aplicando a trans-

formada de Laplace a ambos os lados da primeira e da segunda equacao, isto é

sL(y) — 1= —L(2) (2.19)
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sL(z) = L(y) (2.20)

ou seja,

241
Tomando a transformada inversa desta 1ltima equacao e substituindo o resultado em uma

das equagoes do sistema (2.18) obtemos

Z=sent e Yy = cos t,

respectivamente. Notamos facilmente que esta, é a solucao desejada.

Exemplo 2.9. Consideremos o sistema

{y+z+y+z:1 y(0) = —1, 2(0) = 2. (2.21)

Y +7 =

A partir da primeira equacao e das condigoes iniciais temos

sL(y)+ 1+ sL(z) =2+ L(y) + L(z) = é (2.22)

e a partir da segunda, temos

SL(y)+ 1+ L(z) = sil' (2.23)

De (2.22) e (2.23) obtemos
aw+c@=§ (2.24)
SL(y) + L) = (2.25)

respectivamente. Subtraindo (2.24) de (2.25), obtemos

—s2+s+1

ﬂw=j$j37-

Por decomposicao em fragoes parciais,

47



—s?4+s+1

s(s —1)2

A B C
§+s—1+(s—1)2
1
s

2 n 1
s—1 (s—1)%

Tomando a transformada inversa e substituindo o resuldo em uma das equagoes do sistema
(2.21) obtemos

y=1—2e" +te e 7 = 2e' — te.

respectivamente.

Exemplo 2.10. Consideremos o sistema

{ 2oy ty=e'-1 20) =0, y(0) =1, y(0) = —2.  (2.26)

74y —y=-3e"+t

A partir da primeira equacao e das condigoes iniciais temos

— 2 — — —
L(z) —s°L(y)+s—2+L(y) Tl (2.27)
e a partir da segunda, temos
—3s2+s5+1
De (2.27) e (2.28) obtemos
L() - SL() + Lly) = T T2 (2.20)
z) — s L(y y) = ST .
e
§3—282+s+1
sL(z) + sL(y) — L(y) = (2.30)

s2(s+1)

respectivamente. Resolvendo o sistema de equagoes (2.29) e (2.30), obtemos

sf—s—1 s s+l
Cos2(s+1)  s2(s+1)  s2(s+1)

cancelando da

1 1
L(y)_s—i-l_?'

Tomando a transformada inversa e substituindo o resultado em uma das equacgoes do

sistema (2.26) obtemos
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y=ec "' —t e z=t+e ' —1.

respectivamente.

2.4 Transformada de Integrais

Em certas equagoes diferenciais também é necessario calcular a transformada de La-

place de uma integral.

Teorema 2.5. Se [ ¢ continua por partes sobre [0,00), de ordem exponencial o > 0 e

o0 = [ st

entao

awnzlmk

Aqui, temos que

g@=£f@mm0 e y@zggﬂww:m>

exceto nos pontos de descontinuidades de f, entao

I T AL / ") .

T—00 —S § 00 Jq

Como f tem ordem exponencial «, existe M > 0 tal que

|[f(w)] < Me™.

Assim,
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s | < e [l da
0
< Me_”/ e““du
0
M
_(67(170{)7 . efa:*r> N 07
«

para z = Re(s) > a > 0, quando 7 — oco. Analogamente, isso vale para ov = 0. Portanto,
voltando a (2.32)

L) = 2 tm [ e f(t)di = 2L(f(5)  (Re(s) > a).

S T—00 0 S

Exemplo 2.11. Consideremos a funcao

t
Si(t) = / Y du,
0

u

L(Si() = £ (/Ot Sezudu> - é,c (Se?t) |

Assim, pelo Exemplo 1.26 temos que

Pelo teorema acima

L(Si(t)) = ltan_1 1

S S

Observagao. A fungao Si(t) é chamada de seno integral.

Tomando a transformada inversa em (2.31) obtemos
F t
e (P = [
o 0

1
Exemplo 2.12. Calculemos £7! | ———
s(s? — a?)

onde F(s) = L(f(t)).

Temos que

1 1 a 1 t 1
S N s O N O L R I
£ (5(52 — a2)> a'C (5(32 _ a2)> a /0 senh au du = (cosh at — 1)

As equagoes diferenciais que envolvem integrais (conhecidas como equagoes integro-

diferenciais), comumente surgem em problemas envolvendo circuitos elétricos.
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2.4.1 Circuitos Elétricos

No circuito (RCL) na figura abaixo, temos uma indutancia L (constante), uma re-
sisténcia R (constante), uma capacitancia C' (constante) e um gerador ou bateria, forne-

cendo uma forca eletromotriz (tensao) E(t).

VA

R

O™ =

L
A

Figura 2.14 —

Sendo a corrente que percorre este circuito dada por I = dQ/dt (Q é a carga do capacitor)
temos que a diferenga de potencial (ou queda de tensao) através destes componentes sao
dadas respectivamente por:

dQ

1 t
d'[;_ W’ V RI—R% e VC:@/IT dT:—

Pela segunda segunda lei de Kirchoff’s, temos que a soma das quedas de tensao através

dos componentes individuais é igual a tensao impressa, E(t), isto é,

L +RI+ / E(t).

ou

*Q  ,dQ  Q
L—y +R_2+ 2 =E(1). (2.33)

Vejamos algumas aplicacoes da transformada de Laplace a problemas de valor inicial

envolvendo circuitos elétricos.
Exemplo 2.13. Suponha que a corrente I em um circuito elétrico satisfaz

dl
Ld + RI = Ej sen wt, (2.34)

onde L, R, Ey e w sdo constantes. Encontremos I = I(t) para t > 0 se 1(0) = 0.
Tomando a transformada de Laplace & ambos os lados de (2.34) e utilizando a condigao

inicial,
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Eo'w
LsC(I)+ RL(]) = ———
sCUI) + RL(I) = 55,
isto é,

B Eyw - EOw/L
= LR ~ Gy R )

Utilizando decomposicao em fragoes parciais

Eyw/L A B C
L(I) = 0w/ — My
(s+R/L)(s>+w?) s+ R/L s?>+w?

Temos que

. E()L’LU . —E(]Lw B E()R’LU

- L2w? 4+ R? - L2w? 4+ R?  L2w? 4+ R?
Dai

EyL 1 —EyL EyR 1
L(I) = e ke i
L>w?+ R?s+ R/L L?w? + R? L2w? 4+ R? ) s + w?

EoLw 1 . EyR w EoLw S
L2w?+ R?’s+ R/L  L*w?+ R?s?> +w? L*w?+ R?s%+w?

Tomando a transformada inversa, obtemos

E()LU) _ Ry E()R E()LU)
= m " T e e g

Exemplo 2.14. Suponha que a corrente I no circuito elétrico representado na figura

c/

onde L, C, e E sao constantes positivas, I(0) =

abaixo satisfaz

O™ =

L
A

Figura 2.15 -
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Temos que

LsC(I) + s =

L) _E

Isto é,

EC E \/§ 1/VLC
L

D=t i~ ey ¢ L{52+(1/\/E)2]'

Tomando a trasformada inversa obtemos

C 1
I(t) = E\/;senmt.

2.5 Convolucao

Existe uma operagao entre fun¢ées que quando tomamos a transformada da o produto
das transformadas das duas funcoes. Esta operagao é denominada convolucao e tem um
papel importante no cédlculo de transformadas inversas.

A convolugao de duas fungoes f(t) e g(t) definidas para ¢t > 0 é dada pela integral

(f*g)t / f(m)g(t—71) (2.35)

que naturalmente existe se f e g sao, digamos, continuas por partes.

Assim como a multiplicagao, a convolucao também apresenta as seguintes propriedades

(i) Propriedade comutativa

Substituindo u = ¢ — 7 em (2.35) d4

(f = gt / £t — w)g / g(u) f(t — u)du = (g F)(t)

0

(ii) Propriedade distributiva

xR = / () g+ B)(t — 7)dr
_ /tf( lolt — ) + h(t - ldr

= /f( t—7d7'+/f h(t —7)d

= (fxg)(t)+ (f*
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(iii) Propriedade associativa

t

f(T)(g*h)(t —7)dT
tf( )(/tTg( )h(t—7—x)dx> ir

(/f g(u—7) (t—u)du)dT (z=u—r)
(/f u—rdr)h(t—u)du

(f * g)(u)h(t —u) du
[ g) = h(t).

[+ (g W) =

Il

- |

—~

No quarto passo apenas invertemos a ordem de integracao.

(iv) Multiplicagdo por uma constante

() =c [ 1GIate~midr = [ fereote—riir = [ 1@este — 7l

0

isto é,
c(f*g)(t) = (cf *g)(t) = (f *cg)(t)

Exemplo 2.15. Se f(t) = €' e g(t) = t, entdo

(fro)t) = / e (t - 7)dr

t t
= /terT—/ Te' dr
0 0
t t t
— (7’67— — / e’ dT)
0 0 0

t

= te’

= —t+¢€

0
= et—t—1.

O seguinte teorema mostra que a transformada de Laplace da convolugao de duas

funcoes dé o produto das transformadas das duas funcoes.

Teorema 2.6 (Teorema da Convolugao). Se f e g sao continuas por partes sobre [0, 00)

e de ordem exponencial o, entao

LIf+g))] = L) L(g(t)  (Re(s) >a).
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Demonstracao.

e o) = ([Teraman) ([T eaw )
= /0 h ( /O " st f(T)g(u) du) dr.

Facamos t = 7 + u, como 7 é constante em relacao a u du = dt e assim,

£(f)-Llat) = [ ( [ et - dt) dr (2.36)

Esta integral é calculada sobre a regiao sombreada da figura abaixo que se estende até o

infinito no t7-plano.

t=1 1 — 00

7=0 t

Figura 2.16 — Regiao de integragao no t7-plano

Devido as hipéteses sobre f e g, a ordem de integracao pode ser invertida (veja Ref.

2] para uma prova usando convergéncia uniforme). Assim, temos que

L) Llo(t) = / ) < / _Stf(T)g(t—r)dr> "

= ( f(r t—TdT)dt
0

= 9)()].

(s —a)(s—b)

Pelo teorema da convolugao temos que

1
Exemplo 2.16. Calculemos £~} <—)

1 1
(s—a)(s—b) s—a's—b

= L(e™) . L(e") = L(e™ * ).

Entao
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1
-1 _ at bt
(w—axs—m) © e
t
_ /eaTeb(t—T)dT
0
t
— ebt/ e(afb)f dr
0

t
_ ebt (e(a—b)T )
a—>b '
0

(e e =

1
Exemplo 2.17. Calculemos £7' [ —— .
s2(s—1)

Isto é,

Anteriormente, calculamos esta inversa utilizando decomposicao em fracoes parciais,
agora basta observar que
1 1 1
= = L(t).L(e") = L(tx€").

2(s—1) £2s—1

Logo,

1
E_l (ﬂ) :t*et:et—t—l,
Se(Ss —

pelo Exemplo (2.15).

w? S
E lo 2.18. Encont LY 53l 533 )
xemplo ncontremos ((32+w2)2> € <(32—|—w2)2>
Como

w? w w

1 wl)? = AT rwl L(sen wt).L(sen wt) = L(sen wt * sen wt),

entao
2
w
L —— = sen wt * sen wt
(s2 4+ w?)?
t
= / sen wt sen w(t — 7)dr

0

1 t
= 3 / [cos (2wT — wt) — cos wt]dr
0

1 [(sen (2wt — wt) )
= 5 — 7 cos wt

2w

t
] ;
0
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isto é,

2
1
£ <—( 2—1: 2)2> = 2—(sen wt — wt cos wt). (2.37)
s2 4w w
Analogamente, como
s 1 S w 1
(8% +w?)? T w (32 +w? " s? +w2> B Eﬁ (cos wt + senwt),

tem-se que

1 1 [t
L —2 ) = = cos wt*senwt = —/ cos wr sen w(t — 1) dr,
(82 4+ w?)? w w Jo

isto é,

. s _ 1
L (( T P ) ab™ t sen wt. (2.38)
¢

Para encontrar as inversas (2.37) e (2.38) nés usamos o fato de que

sen Asen B = % [cos(A — B) — cos(A + B)]

sen A cos B = % [sen (A + B) + sen (A — B)]

respectivamente.

2.5.1 Equacoes Integrais

Uma equacao integral é uma equagao em que a fungao incégnita aparece sob o sinal

de integragao. Sao exemplos de equacoes integrais as equagoes do tipo

£(8) = g(t) + /0 k() () dr (2.39)

g(t) :/0 k(t,T)f(T) dr, (2.40)

onde ¢(t) e k(t,7) sao fungoes conhecidas e f(t) é uma fungao desconhecida. A funcao

k(t,7) é chamada de nicleo da equacdo integral, quando este é da forma particular

k(t,7)=k(t —1),

as integrais representam convolugoes. Considerando-se que na equagao (2.39), K(t,7)

tem esta forma,
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/O k(t,7) f(7) dr = (f % k)(E).

Entao, tomando a transformada de Laplace de ambos os lados da equagao (2.39), obtemos

L(f(t)) = L(g) + L(f).L(F),

pelo teorema da convolucao. Dai

__L(9)
1—L(k)

O lado direito desta expressao é uma funcao da varidvel s. Assim, para obtermos f(t)

L(f(t))

utilizamos a transformacao inversa. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.19. Encontremos a solucao da equacao integral

z(t) =e '+ /0 sen(t — 7)z(7) dr. (2.41)

Temos que

/0 sen(t — 7)x(7) dr = x(t) * sen(t).

Entao, tomando a transformada de Laplace de ambos os lados da equagao (2.41) obtemos

L(x(t)) = L(e™") + L(sent).L(x(t)),

pelo teorema da convolugao. Dai

(1)) = 1—L(sent) s2(s+1) s+1 +S_2_g'

Portanto, tomando a transformada inversa obtemos

L") 41 2 11

z(t) =2+t —1.

Exemplo 2.20. Seja

z(t) =1+ /0 cos(t — 7)x(7) dr.

Entao, tomando a transformada de Laplace de ambos os lados desta equagao, obtemos

L(x(t)) = L(1)+ L (x(t)) .L(cos t).
Dai
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L(1)
L) = 1 — L(cos t)

s?+1
s(s2—s+1)

1 1
s * s2—s+1
1 1
s
1
s

* s2—s+1/4+3/4
T L
V3 (s —1/2)2 + (vV3/2)*

Portanto, pelo primeiro teorema da translagao

2 3
z(t) =14+ — ez’ sen gt.

V3

Exemplo 2.21. Seja

t
x(t) =sent + / e'x(t — 1) dr.
0

Entao,
L (z(t)) = L(sent) + L(et).ﬁ (x(t)) .
Dai
L(sent
L(z(t) = 1_(—5(62)

- s—1

(824 1)(s—2)

B _1 s +§ 1 +1 1

58241 5241 5s—2
Portanto,

1 3 1
w(t) = —g Ccos it osentt o e

Como um exemplo de uma equagdo integral do tipo (2.40), vamos considerar um
problema classico do século X7X. Uma particula desliza sem atrito sobre uma curva,
com a condi¢ao de que o tempo de descida (devido a gravidade) seja independente do
ponto de partida (Figura 2.18). Tal curva é chamada de tautécrona.

Uma andlise da fisica da situagao leva a equacao integral (Abel)

Ty (2.42)

_ 1 /yf(u)du
V29.Jo Vy—u
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onde Tj é uma constante (tempo), g é a constante gravitacional, e f(u) representa ds/dy

com y = u, onde s = s(y) é o comprimento do arco.

y
y=y(z)

Figura 2.17 —

Note que na equagao (2.42),

Vf(u)du *i
/0 Ji=u = f(y) 7

Entao, tomando a transformada de Laplace de ambos os lados obtemos

TyL(1) = %27 L7 (y).L (%) |

Assim, por (2.6)

_ V29 To/s  \/29/T T o

VT/s s 52

Tomando a transformada inversa obtemos

L(f())

Fy) = coL™M(s77) = cp—= = (2.43)

por (2.7). Uma vez que

ds dz\”
-2 1 - 2.44
s =5 =1+ (5) (2.44)
entao
dz\® 2
()5
dy y
ou seja,
2 _
de = | “—Y ay.



Integrando os dois lados desta equacao obtemos

2 _
x:/ € ydy.
Yy

v=ef \/ D) e (2) cos(o12)
= ¢ [ VI (o) cos(¢/2)di
= ¢ [ Ve (o2 cos(of2) dy
= @ [eo(o2ap

2
= E/(l—i—COS ©) dep.

Fagamos y = ¢? sen? (/2), entao

Isto é

C
= Sl +seny)

2
Yy = 5(1 — cos ).

Estas sao equagoes paramétricas de uma cicléide.
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3 Aplicacoes da Transformada de Laplace:

Equacoes Diferenciais Parciais

O método da transformada de Laplace também pode ser aplicado a solucao de equacoes
diferenciais parciais. Particularmente este método tem grande utilidade para a resolucao
de EDPs lineares de segunda ordem. Para uma fungao de duas varidveis u = u(z,y) em
geral estas EDPs tém a forma

0%u 0%u Pu Ou  Ou
a—s +2b +ec—+d—+e—+ fu=gy, 3.1
0x? 0xy Oy? ox dy / g (3.1)

onde os coeficientes a, b, ¢, d, e, f, g sao constantes reais ou sao fungoes que dependem

apenas das varidveis z e y. Uma EDP da forma (3.1) é chamada de:

eliptica se b* —ac <0,
hiperbélica se b* —ac > 0,

parabdlica se b* —ac=0.

Como podemos observar, a classificagdo das EDPs da forma (3.1) depende somente dos

coeficientes das derivadas de segunda ordem.

Exemplo 3.1.

(i) A equacao do calor

ou _ u
ot ‘oz

¢ parabdlica, pois, 02 — ¢.0 = 0.

onde ¢ é uma constante

(ii) A equagao de onda

Pu 0%

o2~ oa?
é hiperbdlica, pois, 02 — a%.(—1) = a® > 0.

onde a? é uma constante

(iii) A equagao de Laplace

0’u  0%u B

ERE T

é eliptica, pois, 02 — 1.1 = —1 < 0.



No capitulo anterior, vimos que para a resolucao de problemas envolvendo equagcoes di-
ferenciais ordindarias era necessario determinar a transformada de Laplace da derivada or-
dinaria de uma funcao. Naturalmente, para a resolugao de problemas envolvendo equacgoes
diferenciais parciais é necessario determinar a transformada de Laplace da derivada parcial

de uma funcao. A seguir determinaremos:

du d*u ou o*u
L (a—x) ,,C (@) ,,C (a) el (@) ,U—U(.Z',t),

onde t > 0 é uma varidvel de tempo. Denotamos por U(z, s) a transformada de Laplace

de u em relagao a t, isto é,

Ulz,s) = L(u(z,t)) = /000 e *tu(z,t) dt,

onde x é a “variavel nao transformada’.
Exemplo 3.2. Calculemos £ (e“(”t)).
Tem-se que

eax

L <6a(x+t)> — £<€aa:6at) — e[ (eat) —

s—a
Consideremos as hipéteses:
Hipétese (1).

au B oo ot a B a 00 L _g
E(%) _/o e axu(%t)dt— 895/0 e u(z, t)dt = 8IU(x,s). (3.2)

Em outras palavras, “a transformada da derivada é a derivada da transformada.”
Hipétese (2).
o0 oo
lim e tu(x,t) dt = / e (g, t) dt,
Tr—TQ 0 0
isto é,
lim U(z,s) = U(xo, s). (3.3)
T—T0

Uma vez que, em (3.2) o parametro s pode ser tratado como uma constante em relagao

a diferenciacao envolvida, podemos escrever

0 d aUu
%U(l',S) = %U(ZC,S) = %
Portanto,
ou dU
) = = 4
£ (89&) dx (34)
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Analogamente,

0%u d?U
£ (a?) =

Note que no presente contexto o teorema (2.2) da derivada diz

@:3 u\xr —U$+:S .ZUS—ULUJF
z() Clue, 1)) — ula,0%) = sU(z, ) — ule,0%).

ot

Para a segunda derivada temos

0*u du 9] N

= s°U(x,s) — su(z,0") — 9 u(z,07)

ot

3.1 Meétodo da Transformada de Laplace

(3.6)

(3.7)

O método da transformada de Laplace aplicado a solu¢ao de EDPs consiste em pri-

meiro aplicar a transformada de Laplace para ambos os lados da equacao. Disto resultara

uma EDO da funcao U dependendo somente da varidvel x.

Por exemplo, se

ou _ ou
or Ot
entao
ou ou
e(5)=2(5)
ou seja,

d +
. U(z,s) = sU(x,s) —u(z,07).

A EDO obtida é entao resolvia por qualquer meio. Se por exemplo

u(x,07) = x,

entao

d
e U(z,s)—sU(x,s) = —x.

Multiplicando esta equacao, pelo fator de integragao e™*

* obtemos

(3.8)

(3.9)

(3.10)



Integrando encontramos a solugao geral

T 1
U(x,s) =ce™ + — + —. 3.11
(z,5) T4 (3.11)
Problemas de EDP em contextos fisicos vém com uma ou mais condicoes de fronteira.

Por exemplo, digamos que para (3.8)

w(0,t) = t. (3.12)

Uma vez que as condigoes de fronteira também expressam u como uma funcao de t,

tomamos a transformada de Laplace das condicoes de fronteira também. Assim, por
(3.12)

U0, 5) = Lu(0,1)) = ~.

2
s
Substituido na solugao geral (3.11) encontramos que ¢ = 0. Portanto,
x 1
U(x,s) =—+ —.
(@,8) =+ 5
Uma vez que esta é a transformada da func¢ao u(z,t), tomando a transformada inversa

obtemos

u(z,t) =x +t.

Esta fungao satisfaz a equacao (3.8) e também as condigoes (3.10) e (3.12) portanto, é
a solucao desejada. Este exemplo ilustra as técnicas bésicas envolvidas na resolucao de

equagoes diferenciais parciais.

Exemplo 3.3. Resolver o problema com condic¢oes de fronteira

oy 0Oy 1.2
x%%—a%—ay—lm : (3.13)

x>0,t>0,aeb constantes, y(0,t) =0 e y(x,07) = 0.
Definindo L (y(z,t)) = Y (z,s) e tomando a transformada de Laplace de ambos os
lados da equagao (3.13), resulta
ba?

d
x%Y(x, s) + sY(x,8) —y(x,07) +aY (z,s) = —~

por (3.4) e por (3.6). Como y(z,0%) =0,
2

dy b
r—— +8sY +aY = i,
dx S

isto é,
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ou ainda

av (SJ”L)Y:%7 (s > 0). (3.14)

dr x

Multiplicando esta equacio pelo fator de integracio z(**, obtemos

d b
— [y (s+a) 2 (s—l—a—&-l)‘
dz [ ’ } s
Integrando, obtemos
Y (x,5)alt = éx(‘”“”) +c. (3.15)
’ s(s+a+2)
Assim, a solucao geral da EDO (3.14) ¢é dada por
ba?
Y == ~(sta) >0 —a).
(z,s) 8(8+a+2)+cx (x>0, s> —a)

Tomando a transformada de Laplace da condic¢ao de fronteira y(0,¢) = 0 temos

Y(0,5) = £ (y(0,4)) = 0.
Substituindo em (3.15) encontramos ¢ = 0. Portanto,
ba?

s(s+a+2)

Tomando a transformada inversa encontramos

Y(z,s) =

bx?
t — 1 o —(a+2)t
ot) = 2 (1= o)
pelo Exemplo 2.16.
Exemplo 3.4. Resolver a equacao
ou ou

u(x,0) = 673 e u limitada para = > 0, t > 0.
Tomando a transformada de Laplace de ambos os lados da equacao diferencial parcial
(3.16), e utilizando (3.4) e (3.6), encontramos

d
% = 2(sU —u(z,0)) + U.
Como u(z,0) = 6e73%, entdo
dU
yr (25 + 1)U = —12e7%", (3.17)
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Multiplicando esta equacio pelo fator de integracao e~ ?**1%_ obtemos
i |:U€(28+1).’E:| — _1267(28+4)x'
dx
Integrando, obtemos
—(2s+1)z 6 —(2s+4)x
Ue =——e +c. (3.18)
s+ 2

Assim, a solucao geral da EDO (3.17) é dada por

6 67395 + Ce(Qerl)ac.

:S+2

Como u(z,t) deve ser limitada quando = — oo, existe M > 0 tal que

Uz, s)

lu(z,t)] < M.

Dai

|U<5U75)’ =

/0 h e *u(x, t)dt'

< / e~ u(z, £)] dt
0

< M/ e tdt
0
K (w=TRe(s) >0),

isto é, U(z,s) também deve ser limitada quando x — oo logo, devemos escolher ¢ = 0.

Portanto

6 €—3x
s+ 2
Tomando a transformada inversa encontramos

Ulz,s) =

u(z,t) = 6e 77,
que é a solucao desejada.

As duas fungoes que estudaremos a seguir, tém importancia particular neste capitulo,

pois, aparecem em certos problemas de valores na fronteira.

3.2 Funcao Erro

Uma das fungbes que aparecerao na resolucao da equacao do calor (3.24) é a fungao

erro, que na teoria é definida como
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Cujo grafico é

erf(t)
1L
@]
--------- 4—1
Figura 3.18 —

Notemos que

2 [T
li f(t) = — “dr =1
tl}noger() ﬁ/o e "dx

por (2.4).

A func@o erro complementar, erfc(t), é definida por

erfe(t) = 1 — erf(?),

isto é,

erfc(t) = 1—— [ e %dx

(3.19)

(3.20)

por (2.4). Esta funcdo aparece em certos problemas de valores na fronteira na forma

erfc (a / 2\/5), onde a é uma constante real. A transformada de Laplace dessa funcao pode

ser obtida do seguinte modo:
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a 2 & & 2
L (erfc <—>> = —/ e st (/ e’ dx) dt
2\/¥ ﬁ 0 a/2v/t
= — e’ e *'dt ) dx
ﬁ 0 a? /4z?

2 e 2, 2 2
_ —(z*+a*s/4z?) dr.
Sﬁ/o ‘ )

_ 2 / ¢~ l@avs/2ef+avs] gy (3.21)
sV S
Facamos
y = ——a\/g, ou = Y+ VYt 20s
2z 2
Dai
1 d
dx:—dy—i-L e — 00 <y < 00.

2 24/y2 + 2a+/s
Entao, (3.21) torna-se

a e~V o 2 o Y 2
L |erfec| —= = —— / e ¥vd —|—/ ——c Ydy|.
(s (552)) = o ([ vore [t

A primeira integral tem valor /7 em virtude de ser duas vezes a integral (2.4), equanto que

a segunda integral é igual a zero, pois, o integrando é uma funcao fmpar de y. Portanto,

(o ()55

L <€:ﬁ> — erfe (%) . (3.22)

Com base nesta inversa provaremos o seguinte teorema:

Equivalentemente

Teorema 3.1.

. — —ay/s a —a?
(1)£1<€ \[):me /4 (Cl>0)

(i) £ <€j§> - é_tea% (a > 0).

Demonstragao. Derivando (3.22) em relagao a t e em seguida tomando a transformada

de Laplace em ambos os lados, isto é,
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[ ()] - <lae (50))

obtemos

cfion ()] - e (5] e ()

— e W5 _ | f e
e ti%ierc(2\/%)

pelo teorema (2.2) da derivada e por (3.22). Notemos que

lim erfe (QL\/Z) ~0
) 1o

. a
()

uma vez que, lim a/2v/'t = co (veja (3.19)). Assim, temos
t—0

d a
— /s,
L [dterfc <2\/¥>] e

pois,

por (3.20), e

onde
d d a d a
()] = <[5} ()
2 2 a
N B AN (__)]
[ T 43
a 2
- L e 9 /4t) ’
<2\/7rt3
isto é,
E( d e_“2/4t) = eV, (3.23)
2V 3
Portanto,



Para obtermos a expressao (ii) derivamos (3.23) em relagao a s,

d < a _a2/4t) ae~ s
e =— :
2/ t3 2y/s

ds

assim, pelo Teorema 1.8,

L (_a’—t ea2/4t) — _ ’
2V t3 2y/s

que apés o cancelamento da

Portanto,
E 1 (e—a 5) _ 1 —a2/4t‘
\/5 vt
O
3.2.1 Equacao do Calor Unidimensional
O fluxo de calor em uma haste finita ou semi-finita é regido pela EDP
0 0?
! U (3.24)

— =C -—,
ot O0x?
onde ¢ é uma constante (chamada difusividade), e u(x,t) é a temperatura na posicao z e

tempo t. A temperatura ao longo de um corte transversal em x é considerado como sendo

uniforme, veja a figura abaixo.

Figura 3.19 -

Muitos casos particulares podem aparecer na resolucao da equacao do calor, conside-

remos alguns deles.
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Exemplo 3.5. Vamos resolver a equacao

2
%:%, 2> 0,t>0, (3.25)

para
(i) u(z,0") =1,z >0,
(i) u(0,t) =0, t >0,
(iii) lim w(z,t) = 1.
2500

Tomando a transformada de Laplace de (3.25), isto é,
0%u ou
L|l—|=L|—
(5) == (%)

v
dz?

por (3.5) e por (3.4). Pela condigao (i), obtemos a EDO nao homogénea

obtemos

= sU — u(x,0") (3.26)

d*U
cuja solucao geral é dada por
sz —/sz 1
U(x,s) = creV*™ + cze + - (3.28)
S

Tomando a transformada de Laplace da condi¢ao de fronteira (iii) obtemos

: : . 1
xh_)rgo Ulx,s) = xh_{loloﬁ (u(z,t)) =L (3}1_{20 u(x,t)) == (3.29)
Tomando o limite quando x — oo em ambos os lados da equacao (3.28) e substituindo

(3.29) encontramos ¢; = 0. Logo,

1
Uz, s) = coe™ V3% 4 = (3.30)

s
Tomando a transformada de Laplace da condi¢ao de fronteira (ii) obtemos

U0, ) = £ (u(0,t)) = 0.

Substituindo em (3.30) encontramos ¢; = —1/s. Portanto,
1 ef\/gx
Uz, s) = - — .
(0,5) =1~

Tomando a transformada inversa obtemos
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x
) =1—erfc| —=|.
u(z,t) erfc <2\/¥>
por (3.22). Assim, por (3.20)

T 2 ©/2V1 2
u(z,t) =erf| — | = — e " du.
wo=at(57) = 7%

Exemplo 3.6. Encontremos a solucao da equagao

oy 9
8—@;:8—?, 2>0,t>0, (3.31)
xXr

para
(i) u(z,07) =0,

(i) u(0,t) = f(t), t >0,

(iii) lim wu(z,t) = 0.

T—00

Como no exemplo anterior, tomando a tranformada de Laplace em ambos os lados de

(3.31) obtemos

d*U
pri sU — u(x,0").

Utilizando a condicao (i) obtemos a EDO

d*U
F — SU = 0,
x
cuja solucao geral também é dada por
Uz, s) = c1e¥°% 4 cpe™ V37, (3.32)

Tomando a transformada de Laplace da condicao de fronteira (iii) obtemos

lim U(z,s) = 0. (3.33)

T—00
Tomando o limite quando x — oo em (3.32) e em seguida substituindo (3.33) concluimos

que ¢; = 0. Logo,

Uz, s) = ce™ V52, (3.34)

Tomando a transformada de Laplace da condigao de fronteira (ii) obtemos

U(0,s) = L(f(t)) = F(s).
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Substituindo em (3.34) encontramos ¢y = F(s). Portanto,

Uz, s) = F(s)e Ve, (3.35)

Note que pelo teorema (2.6) da convolugao e pelo Teorema 3.1 (i)

F(S)e*\/gz =L (f(t) « L1 <e*\/§w>> -7 {f(t) « %ﬁeﬁ/u ’

Portanto, tomando a transformada inversa em (3.35) obtemos

T 2 t T 2
u(zx,t) = t*—e‘x/‘”:/ e~ T E(t — 1) dr.
(0t =105 e =

Fazendo a substituicao 0 = x?/47, encontramos

u(xt)—i/oo e f t—x—2 d
7 _ﬁ z/2V/t do? "

que é a solucao desejada.

3.2.2 Equacgao de Onda Unidimensional

O movimento das ondas de uma corda inicialmente em repouso sobre o eixo z, com
uma extremidade na origem pode ser descrita pela equacao
2 2
Py _ 0%
— =a"—, x>0,t>0,
ot? Ox?

veja a figura abaixo.

Y

Figura 3.20 —

O deslocamento é apenas na diregao vertical, e é dado por y(x,t) na posigao x e tempo ¢t. A
constante a é dada por a = \/T'/p, onde T' é a tensao na corda e p a sua massa por unidade
de comprimento. A mesma equagao ocorre para descrever as vibragoes longitudinais em
um feixe horizontal, em que y(x,t) representa o deslocamento longitudinal de uma segao

transversal em x e tempo t.
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Exemplo 3.7. Vamos resolver a equacao

Py _ 20%
ot? 0x?’

x>0,1>0, (3.36)

para
(i) y(z,0t) =0, 2> 0,
(i) ye(z,0%) =0, z > 0,
(iii) y(0,t) = f(¢) (f(0) =0),
(iv) lim y(z,1) =0,

Tomando a transformada de Laplace em ambos os lados de (3.36), isto é,
82y 8%y
() = (52).

s*Y — sy(z,0") —

entao

d2
Y — 422
g y(z,07) adz,

por (3.7) e por (3.5). Utilizando as condigdes (i) e (ii) obtemos a EDO

Yy s
-2y =0, 3.37
dz?  a? (3:37)
cuja solucao geral é dada por
Y (x,5) = 1% 4 cpe= /7, (3.38)

Tomando a transformada de Laplace da condigao de fronteira (iv) obtemos

lim Y(x,s) =0. (3.39)

T—r00
Tomando o limite quando x — oo em ambos os lados da equac@o (3.43) e em seguida

substituindo (3.39) concluimos que ¢; = 0 logo,

Y (x,5) = cpe” /W2, (3.40)

Tomando a transformada de Laplace da condigao (iii) obtemos

Y(0,s) = F(s).

Substituindo em (3.40) encontramos ¢y = F(s). Portanto,

Y (x,s) = F(s)e /97,
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Tomando a transformada inversa, obtemos

y(a,t) =uz(0)f (t-2)

a
pelo teorema (1.7) (segundo teorema da translagao).

Uma vez que,

e
I8
~~
~
S~—
Il
—N
—_
~
v
QI8 2|8

podemos escrever

mﬂwz{f“_ﬁ’tzé

Isto quer dizer que a corda permanece em repouso até o tempo t = xz/a, logo apds
apresenta o mesmo movimento que a extremidade em x = 0, com um atraso de tempo de

x/a.
Exemplo 3.8. Encontremos a solugao da equacao

P’y 0%

@—a@ x>0,1t>0, (341)

para

(i) y(z,0)=0

(ii) ye(x,0) =0
(iii) y(0,¢) = Ag sen wt
(iv) |y(z, )] <M

Como no exemplo anterior, tomando a tranformada de Laplace em ambos os lados de

(3.41) e utilizando as condigdes (i) e (ii) obtemos novamente a EDO

2y  §?
= 5Y =0, (3.42)

cuja a solucao geral ja conhecemos, isto €,

Y (x,5) = 1/ 4 cpe= (/0T (3.43)

Como, pela condigao (iv), y(x, t) deve ser limitada entdo, Y (x, s) também deve ser limitada

(veja o Exemplo 3.4). Disto segue que devemos escolher ¢; = 0 logo,

Y (x,5) = cpe” /W7, (3.44)
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Tomando a transformada de Laplace da condicao (iii) obtemos

Aow

s2 + w?’

Y (0,s) =

Substituindo em (3.44) encontramos ¢, = Aqw/(s? + w?). Portanto,

Aow —(s/a)x
Y(z,s):82+w26 (s/a)z

Tomando a transformada inversa, obtemos

y(x,t) = Ag uzpsen w (t - f) ,
a a

pelo Teorema (1.7) (Segundo Teorema da Transla¢ao). Ou ainda

Agsenw (t — %), t> £
y(x,t)_{ " (Oa) t<;

77
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