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RESUMO

O estudo das equagdes diferenciais constitui uma parte muito importante da matematica. Além
disso, um nimero bastante aprecidvel de fendomenos fisicos € descrito de alguma forma por
algum tipo de equacdo diferencial. Por isso faremos um estudo introdutério sobre as Equacdes
Diferenciais, mas mantendo o foco e direcionamento nas equades diferenciais ordindrias de 1*
ordem, neste estudo serdo abordados aspectos histéricos e tedricos, suas classificacdoes e metédos

de resolugdes, bem como mostrar algumas de suas aplicagdes nas ciéncias.

Palavras-chave: Equacgdes, Ordindria, 1* Ordem, Solugdes, Metédos, Aplicagdes.
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Introducao

Em razdo da grande importancia das Equagdes Diferenciais, seja do ponto de vista fisico,
descrevendo de forma quantitativa uma grande quantidade de fendmenos, como matematico, €
muito importante conhecer métodos de resolucio dessas equagdes, bem como interpretar fisica-
mente o que elas significam. No que se segue, comegaremos por introduzir um breve histérico
das equacdes diferenciais e as nocdes iniciais das mesmas; algumas das terminologias habitual-
mente usada, conceitos, defi¢cdes e classific¢des, para s6 entdo, nos direcionarmos ao estudo das
equagoes diferenciais ordinarias, tendo como objetivo principal as solucdes de algumas equagdes
simples de 1* ordem, apresentar metddos e técnicas para encontrar as solucdes das equagdes e por

fim, mostrar algumas aplica¢cdes das equagdes diferenciais.



Capitulo 1

Um breve Historico sobre as Equacoes

Diferenciais

As equacoes diferenciais originaram-se no século XVII, e tiveram um desenvolvimento con-
sideravel na dltima década deste século, quando Newton, Leibniz e os irmdos Bernoulli re-
solveram equagdes oriundas da Geometria e Mecanica. Estes desenvolvimentos iniciais levaram

a procura de técnicas de solucao de certos casos especificos de equacdes diferénciais.

O termo equagdes diferénciais foi usado pela primeira vez por Leibniz, em 1676, para designar
a relacdo entre as diferénciais dr e dy de duas varidveis = e y. Segundo Ince [3], o nascimento

das equagdes diferénciais ocorreu em meados de 1675, quando Leibniz escreveu a relacdo

1
/:rdx = —z?
2

em que ele ndo apenas resolveu uma equacao diferéncial como também introduziu o poderoso e
eterno simbolo de integracao / . Ao estabelecer esta ultima igualdade, Leibniz estava resolvendo,

talvez de modo inconsciente, a seguinte equacao diferéncial:

Determinar uma fun¢io y = y(z) que seja solucdo da equagio diferéncial

dy
dzx

= x
Ainda nessa época, Newton estabeleceu uma classificacao para as equagdes diferénciais desig-
nadas por ele como equagdes fluxionais.Sua classificacdo era feita por classes, como segue abaixo:

A primeira classe era composta por dois fluxdes = e y € um fluente = ou y.

2



Exemplo:

Em notacdo atual elas s@o escritas da seguinte forma

dy dy
o = J@ e o= fy)

A segunda classe envolve as equacdes com dois fluxdes x e ¢ e dois fluentes x e y.

Exemplo:
E = f (xa y)
Em notacdo atual sdo escritas da seguinte forma

dy

o = f(x,y).

A terceira classe envolve as equagdes nas quais figuram mais de dois fluxdes e que sdo con-

hecidas como equacdes diferénciais parciais.

Ao longo de seu desenvolvimento surgiram novos e importantes tipos de equacdes diferenciais,
em 1691, Leibniz(1646-1716) implicitamente descobriu o método de separagdo de varidveis, ao

provar que a equagdo diferencial

V= XY ()

Yy

conhecida por equacdo a varidveis separdveis, pode ser resolvido por quadraturas, ou seja, por
um processo de integracdo de fungdes. Assim como Leibniz, os irmdos Bernoullis também con-
tribuiram no desenvolvimento das equacgdes diferénciais, em particular James Bernoulli, quando

em maio de 1690, publica uma solu¢do para o problema da is6crona, a qual recai na equagao

diferencial

dy\/by — a® = dxvad.

E foi no trabalho em que James Bernoulli(1655-1705) apresentou a solucao desta equagdo, que
surgiu pela primeira vez, o termo integral. Jean Bernoulli(1667-1748) em carta enderecada a
Leibniz, datada de 20 de maio de 1716, estuda a equacao de segunda ordem que, em simbolismo

atuais, € representada por



Py 2y

dx? 2

Durante o século XVIII métodos mais sistematicos de resolucdo de equagdes diferenciais
foram desenvolvidos por Euler, Lagrange e Laplace, comeg¢ando a ficar claro que poucas equagdes
diferenciais podiam ser resolvidas por métodos elementares; o que deu origem a uma das grandes
preocupacdes: encontrar condicdes de existéncia e unicidade de solucdes, e deduzir propriedades

da solugdo através da andlise da propria equacdo diferencial (andlise quantitativa).

Foi em meio a este clima de inquietacdo que surge A.L.Cauchy(1789-1857), caracterizando
este periodo pelo seu grande feito; demonstrou rigorosamente pela primeira vez, e por trés méto-

dos diferentes, a existéncia de solu¢des para uma vasta classe de Equacgdes Diferenciais.

Apartir do inicio do século X 7 X os métodos gerais de resolugdo explicita das Equacdes Difer-
enciais comeg¢am a perder sua proeminéncia e no final do século X 7 X surge o cdlculo operacional
de O. Heaviside(1850-1925) e a transformada de Laplace, iniciando assim a teoria qualitativa ge-
ométrica representada por H.Poincaré(1854-1912) e A.M. Liapounov(1857-1918) e também a

teoria de aproximacao analitica(expansdo em séries) e aproximac¢do numérica.

Em 1841, Liouville provou que, em certos casos, ndo € possivel obter solu¢do de uma equagido
diferencial por métodos elementares mesmo sabendo que a solugdo existe e € unica. Dai a im-

portancia da andlise quantitativa dos métodos numéricos em equagdes diferenciais.

Vale ressaltar que as equagoes diferenciais constituem uma das aréas mais fecundas da Maté-
matica, tanto por suas aplicagdes ao mundo fisico como por sua contribuicao a criagc@o e o desen-

volvimento de vérias técnicas e teorias centrais para o progresso cientifico e tecnolégico.



Capitulo 2

Nocoes Iniciais

2.1 Definicoes e Exemplos

Nesta secdo, veremos primeiramente, breves conceitos preliminares como; varidvel depen-
dente, varidvel independente, para s6 entdo; introduzir a definicdo de equacdo diferencial, assim

como mostrar alguns exemplos da mesma. Vejamos as defini¢des abaixo:

e Variavel Dependente

Definicao 2.1. Quando uma varidvel depende de outra, ou de outras, ela é chamada de

dependente. Ela ndo pode assumir qualquer valor, pois depende de outras varidveis.

e Variavel Independente

Definicao 2.2. Se uma varidvel pode assumir qualquer valor, independentemente de outra

varidvel, ela é chamada independente.

Exemplo 2.1.

dx

&9
a -

Na equagao diferencial, t é a varidvel independente e x = x(t) é varidvel dependente.

Exemplo 2.2.

d? d
d_hi + sh2£ - 2h = cosh

Na equagdo diferencial, h é a varidvel independente e s = s(h) é varidvel dependente.

5



Exemplo 2.3.

u 0™ ov\* ou
— — + | = + — =0
0x? Ox? oy y

Na equacdo diferencial, x e y sdo as varidveis independentes e u = u(x,y), v = v(x,y) sdo as
varidveis dependentes.

Com esses dois conceitos acima, podemos entdo fazer a seguinte defini¢ao:

e Equacao Diferencial

Definicao 2.3. Chama-se equacdo diferencial a uma equacdo em que a incognita é uma
fungdo (varidvel dependente) de uma ou mais varidveis (independentes), envolvendo derivadas

da varidvel dependente em relacdo a uma ou mais varidveis independentes.

Exemplo 2.4.

d*z Az 3
%+5ﬁ+3x—cost
d3y d*x
@ + y@ = Inz
ov N ov
JR— — =
0s ot

@ @4_ @ ’ +@—0
ox?2 Oz oy dy

Se observarmos as equagdes acima, notaremos que existem varias equacdes diferenciais, cujas
classificagdes se ddo quanto ao tipo, ordem e linearidade. Por isso, na secdo 2.2 e 2.3 definire-

mos cada um dos termos, para s6 entdo direcionarmos exclusivamente ao estudo das equagdes

diferenciais ordinarias.



2.2 Classificacoes das Equacoes Diferenciais

2.2.1 Quanto ao Tipo

Quanto ao tipo as equagdes diferenciais podem ser classificadas em Equagdes Diferenciais

Ordindrias e Equacdes Difenciais Parciais, como segue abaixo:

1. Equacoes Diferenciais Ordinariais (EDO)

Definicao 2.4. Uma equacdo diferencial que envolve apenas derivadas ordindrias de uma
ou mais varidveis dependentes, em relacdo a uma anica varidvel independente, é chamada

de equacao diferencial ordinaria (EDO).

Exemplo 2.5.

d?y dy\?
a2 v <d_> =0

A equagdo diferencial acima, é uma EDO; pois a varidvel dependente é y = y(x) com

relacdo a uma unica varidvel independente .

Exemplo 2.6.

d*x d*x
w+5ﬁ+3x=cost

A equagdo diferencial acima, é uma EDO; pois a varidvel dependente é © = x(t) com

relacdo a uma unica varidvel independente t.

Exemplo 2.7.

d3y d*x
4 T Vg T e

A equagdo diferencial acima, é uma EDO; pois as varidveis dependentes sdo © = x(z) e

y = y(z) com relacdo a uma wnica varidvel independente 2.

2. Equacoes Diferenciais Parciais

Definicao 2.5. Uma equacdo diferencial que envolve derivadas parciais de uma ou mais
varidveis dependentes, em relacdo a mais de uma varidvel independente, é chamada de

equacao diferencial parcial (EDP).



Exemplo 2.8.

O0s ot

=

A equagao diferencial acima é uma EDP; pois a varidvel dependente é v = v(s,t) com relacdo a

mais de uma varidvel independente, isto é: s e t.

Exemplo 2.9.

=0

Pu v <8v)3 ou
+ — =
dy

dx2  Ox2 (9_y
A equagdo diferencial acima é uma EDP; pois as varidveis dependentes sdo u = u(x,y) e v =

v(z,y) com relagdo a mais de uma varidvel independente, isto é: x e y.

Exemplo 2.10.

L, 9%u

L2 2
aax4+8t2

A equagdo diferencial acima é uma EDP; pois a varidvel dependente é u = u(x,t) com relacdo

a mais de uma varidvel independente, isto é: x e t.

2.2.2 Quanto a Ordem e Grau

Definicao 2.6. A ordem de uma equagdo diferencial é definida pela derivada de maior ordem.

Definicao 2.7. O grau de uma equagdo diferencial é o expoente da derivada de mais alta ordem

que aparece na equagdo.

Exemplo 2.11.

xd3y dy\*
de3 (%) ty="0

A equacdo diferencial é de 3 ordem e 1° grau.

Exemplo 2.12.

d2\?  1d% ,
.2 . .
3J <W) - jw + jr = je

A equacgdo diferencial é de 4 ordem e 2° grau.



Exemplo 2.13.
(y")? + 3y + 6y = tan(x)
A equacgdo diferencial é de 2¢ ordem e 3° grau.

Exemplo 2.14.

2 +
af

Ox B Y

A equacgdo diferencial é de 6° ordem e 1° grau.

2.2.3 Quanto a Linearidade

Quanto a linearidade de uma equagao diferencial ela pode ser classificada em Linear e Nao-

Linear, como segue abaixo:

1. Equaciao Diferencial Linear

Definicao 2.8. Uma equacdo diferencial ordindria é denominada linear quando pode ser

escrita da seguinte forma

n

d™y A"ty dy -
an(iﬁ)@ + &n—l(ﬂf)m +..+ al(l")% +ag(z)y = g(x)

Observacao 2.1. Uma equacdo diferencial é chamada de linear se satisfaz as seguintes

propriedades:

(i) A varidavel dependente y e todas as suas derivadas sdo do primeiro grau; isto ¢, a

poténcia de cada termo envolvendo y é 1.

(ii) Cada coeficiente depende apenas da varidvel independente .
Exemplo 2.15.
xdy + ydr = 0

Na equacdo diferencial acima é linear, pois satisfaz as propriedades (i) e (ii). Ou seja,
a equagdo é do 1° grau e o coeficiente x dependem das varidvel independente x e 1 é

constante.



Exemplo 2.16.

d? d> d
ofy Pyl

—= - + 5 = ¢*
v dxd  da? dx y ¢

A equacgdo diferencial acima é linear, pois satisfaz as propriedades (i) e (ii). Ou seja, a
equagdo é do 1° grau e os coeficientes 13, 3x e e* dependem da varidvel independente x e

—1, 5 sdo constantes.

Exemplo 2.17.

ox Y oy

= u
A equacgdo diferencial acima é linear, pois satisfaz as propriedades (i) e (ii). Ou seja, a
equacgdo é do 1° grau e os coeficientes x e y dependem das varidveis independente x e .

Exemplo 2.18.

A equacdo diferencial acima é linear, pois satisfaz as propriedades (i) e (ii). Ou seja, a

equacdo é do 1° grau e os coeficientes 1, —2 e 6 sdo constantes.

Exemplo 2.19.
(1—2)y" - 4zy’ + By = cosw

A equacdo diferencial acima é ndo-linear, pois ndo satisfaz as propriedades (i) e (ii). Ou
seja, a equacdo é do 1° grau, os coeficientes 1 e 5 sdo constantes e —x, —4x e cosw

dependem da varidvel independente .

. Equacao Diferencial Nao-Linear

Definicao 2.9. Uma equagdo que ndo é linear é chamada de ndo-linear, pois ndo satisfazem

as condicoes das propriedades.

Exemplo 2.20.

/

w' -2 =

A equacdo diferencial acima é ndo-linear, pois ndo satisfaz a propriedades (ii). Ou seja, a
equacdo é do 1° grau mas o coeficiente y ndo depende da varidvel independente x, mas sim

da varidvel dependente v .

10



Exemplo 2.21.

d3y 2
— + =0
da3 y

A equacgdo diferencial acima é ndo-linear, pois ndo satisfaz as propriedades (i). Ou seja, a

equagdo ndo é do 1° grau, mas sim do 2° grau.

Exemplo 2.22.

dy dy\?
-7 -1 hat-4
dx? * (d:v)

A equacdo diferencial acima é ndo-linear, pois ndo satisfaz as propriedades (i). Ou seja, a

equagdo ndo é do 1° grau, mas sim do 2° grau.

=0

Pu v (61})3 ou
+ — =
dy

R — + JR—
oxr?  Ox? dy
A equacio diferencial acima é ndo-linear, pois ndo satisfaz as propriedades (i). Ou seja, a

equagdo nao € do 1° grau, mas sim do 3° grau.

2.3 Equacoes Diferenciais Ordinarias

2.3.1 Caracterizacao

Uma equacdo diferencial Ordindria geral de n-ésima ordem € frequentemente representada

pelo simbolismo

dy d*y d™y
F = —= ... —=1=0 2.1
(‘r?y7 dI’d:L’Q’ 7dan ( )

onde F € uma funcdo de n + 2 varidveis.

A equacgdo (2.1)) representa a relacdo entre a varidvel independente z e os valores da fungdo

incognita y e suas n primeiras derivadas

g o = Ty
dz’ dz2’ 7 dzn

11



Quando pudermos explicitar y™ na Equacdo (2.1]), teremos

y" = f(z,y,y, .y )

que € denominada forma normal da E.D.O de ordem n.

2.3.2 Solucao para uma Equacao Diferencial Ordinaria

Definicao 2.10. Qualquer fungdo f definida em algum intervalo I, que, quando substituida na
equacdo diferencial, reduz a equacdo a uma identidade, é chamada de solucdo para a equacdo

no intervalo.
Ou seja uma solucdo para a equacgao diferencial ordinaria
F(z,y,y.y",...y") =0 (2.2)

¢ uma fung@o f que possui pelo mesnos n derivadas e que satisfaz a equacdo (2.1)), isto é;

F(z, f(x), f(x), ... f*(x)) = 0

para todo z no intervalo [.

Observacao 2.2. Dependendo do contexto, o intervalo I pode representar um intervalo aberto(a,b),

um intervalo fechado[a,b], um intervalo infinito (0,00) e assim por diante.
2

3e” —1
Exemplo 2.23. A funcdo y(x) = eT € uma solugdo para a equagdo diferencial ordindria
d
Y 2xy = x no intervalo (-00, 00).
dx
De fato:
d [3e” —1 37" — 1
— | — | — 22 =z
dx 2 2
3% 2 22
—3ze” +x = w
2
3re” —3ze” 41 = =z
r = x
. 3¢ —1 N . )
Portanto, a func¢do y(r) = — é solugdo da equagdo diferencial dada, para todo x real.

12



Exemplo 2.24. A funcio y(z) = /14 12(x — 1)? é uma solucdo para a equacdo diferencial
1—?

(1—-2)y

ordindria y' = no intervalo (-00,00).

De fato:

Calculando a derivada ' (x) temos:
120z —1)
V1+12(x —1)7%

Agora substituindo a funcdo y(x) e a derivada y' () na equagdo diferencial dada, segue-se que

(1+12(z +1)?) 72 24(z — 1)y/()

N | —

y'(x) =

r_ 1—Z/2
(1—-2)y

V14 12(x —1)2 (1—2)(y/1+12(z — 1)?)

Y

12(x — 1) B 1—1—12(x — 1)
VI+H12r—12 (1—2)(/1+12(z—1)?)
12(x — 1) B 12(x — 1)?
VIH12r =12 (z—1)/T+12(z—1)?)
Observe que
12z -1  12(x—1)

VI+12r =12 /1+12(z—1)?)

para todo niimero real.

Exemplo 2.25. A funcdo y(z) = (2® + ¢)e 3%, ¢ constante é uma solugdo para a equagdo difer-

encial ordindria d—y + 3y = 32%e 73" no intervalo (00,00) , pois quando substituida na equagcdo
x

resulta uma identidade.

De fato:

Substituindo a fun¢do y(x) na equagdo diferencial ordindria dada, temos;

d
. ((2° +0)e™®) +3((z° + )e™™) = 3z%e™™
T
d
o (%™ +ce™) +3 (2% + ™) = 3ZaPe™
T
3r%e ™ — 313e™ — 3ee ™ 4 3% 4 3ce™ = 3pte

Observe que
322e™3" = 3™
para todo niimero real.
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Observacdo 2.3. Uma solugcdo para uma equacdo diferencial que é identicamente nula y(x) = 0

em um intervalo I é chamada de solucgao trivial

2.3.3 Classificacao quanto ao tipo de Solucoes

Uma solucdo para uma equagdo diferencial ordindria depende substancialmente do de enten-
demos por resolu¢cdo da equacdo, ou seja a que processos de constru¢do das solucdes estamos
nos referindo. Pois assim como o Teorema Fundamental da Algebra nos afirma que P(x) = 0 tem
n solucgdes, a qual Galois nos alerta que as mesmas ndo podem ser, em geral, obtidas explicita-
mente, o Cdlculo também € suficiente para resolver através dos chamados teoremas de existéncia

de solucdes de equacdes diferenciais ordindriais "todas" as EDO, mas ndo de forma explicita.

Explicita

Definicao 2.11. Uma solucdo na qual a varidvel dependente é expressa somente em termos da
vardvel independente, ou sejay = f(z) e de constantes, e que, quando substituida na equagdo

dierencial, a transforma em uma igualdade é chamada de solugdo explicita.

Exemplo 2.26. A funcdo y = xe® é uma solucdo explicita da equacdo diferencial ordindria
y — 2y + y = 0 no intervalo (-00,00), pois a fun¢do y = f(x) é escrita apenas em fun¢do da

varidvel independente x.
De fato:
Substituindo a fungdo na equagdo dada, temos:
(ze®)" —2(xe”) +ze® = 0
(e +e¥ + xe®) — 2(e” + ze®) + xe® = 0
2e" 4+ xe® — 2e" + 2ze” +xe” = 0
2ze” —2zxe® = 0
2ze® = 2xe”
Concluindo o que queriamos mostrar.

Exemplo 2.27. A fungcdo y = dtgdx é uma solucdo explicita da equagdo diferencial ordindria

y' =25+ y?, pois a fungdo y = f(x) é escrita apenas em funcdo da varidvel independente .

14



De fato, substituindo a funcdo y(z) na equagdo temos

(5tgsx) = 25+ (5tghx)?
25sec’5e = 25+ 25tg*hx
25(tg*5r +1) = 25+ 25tg°5w

25tg?5x +25 = 25+ 25tg*5x

Concluindo o que queriamos mostrar.

Implicita

Definicao 2.12. Dizemos que uma relacdo G(x,y) = 0 € uma solucdo implicita de uma equagdo
diferencial ordindria, em um intervalo I, se ela define uma ou mais solugoes explicitas, que satis-

faca a relacdo e a equacdo diferencial em 1.

Exemplo 2.28. A relagdo

flay) = a® +y* =4

€ uma solucdo da equacdo diferencial

dy x
-~ - _Z 2.3
. ” (2.3)

no intervalo —5 < x < b.

De fato, fazendo f(x,y) = 0, temos que

d d
— = —(0
Por derivacdo implicita, obtemos
d, , d, d
- —- - (4
T () = (1)
dy
2 2y— =
T+ 2y I

reescrevendo a equagdo em termos da derivada, obtemos

@_ T

dx Y

15



que é a equagdo inicial dada. Ademais podemos obter da relacdo f(x,y) = z° + y* = 4,

duas solugoes explicitas
flx) =+ V4 —2a?
definidas no intervalo —5 < x© < 5 e que, satisfazem a relacdo e a equacdo diferencial dada.

Observacio 2.4. Toda relagdo da forma x* + y? — ¢ = 0 satisfaz a equagdo formalmente
para toda constante c. Porém, deve ser entendido que a relacdo tem que fazer sentido no conjunto

de niimeros reais.

2.3.4 Classificacao quanto ao nimero de Solucgoes

Quando estivermos resolvendo uma equagao diferencial de ordemn F'(z,y, v, y", ...,y") = 0,
estaremos procurando uma familia de solucdes a n parametros G(x,y, ¢y, o, ..., ¢;,) = 0. Isto
significa que uma tnica equagdo diferencial tem um nimero infinito de solu¢des correspondentes

ao nuimero ilimitado de opc¢des dos n parametros.

Em particular, se tivermos resolvendo uma uma equagdo diferencial de primeira ordem F'(x,y,y') =
0, obteremos usualmente uma solug@o contendo uma uUnica constante arbitrdria ou um parametro
¢, isto é, uma soluc@o contendo uma constate arbitrdria representa um conjunto G(z,y, ¢) = 0 de

solu¢des chamado familia de solucoes a um parametro.

Solucao Geral

Definicao 2.13. Se toda solugdo de uma equagdo diferencial ordindria de ordemn F(z,y,y',y", ...,y") =
0 em um intervalo I puder ser obtida de uma familia a n pardmetro G(z,y, ¢1, ¢z, ..., ¢,) = 0 por
meio de uma escolha apropriada dos parametros c;,i = 1,2,...,n, dizemos que a familia é a

solugdo geral da equagdo diferencial.

Exemplo 2.29. Para qualquer valor de c, a funcdo y = € + 1 é solugdo da equagdo diferencial
x

d
xd—y +y =1 de primeira ordem no inervalo (0, 00).
T
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De fato

x(—cx 2)+§—|—1 =1
x(;—§)+(§+1) =1
(=) = )

. 7 c pe ~ ~ . .
Assim, concluimos que y = — + 1 é realmente uma solugcdo Geral da equagdo diferencial dada
x
e mais, que variando o pardmetro c, podemos gerar uma infinidade de solugcoes ou familia de

solugoes a um pardmetro c.

c
Observacao 2.5. A funcdo y = —+1 é uma solucdo da equacdo diferencial em qualquer inetrvalo
x

que ndo contenha a origem.

Veja a figura abaixo obtida com a ajuda de um software matemadtico, ela mostra os grdficos

de algumas das solucoes nessa familia.

— |

0 1 H 3 ]
d
\ \ Algumas Solugées de ,\rﬁi—y:‘l

Solucao Particular

Definicao 2.14. Uma solucdo para uma equacgdo diferencial que ndo depende de parametros

arbitrdrios é chamada de solugao particular

. . ~ C p . ~ A
No exemplo anterior vimos que a fun¢do y = — + 1 € uma familia de solu¢do a um parametro
x
¢, entdo se atribuirmos valores para a constante arbitraria c estaremos construindo solucdes partic-

. 1 . ~ . ~
ulares, ou seja; a funcdo y = — + 1 € uma solucdo particular correspondente a ¢ = 1 da equagdo
x

d
diferencial xd—y + y = 1. Veja o gréfico que descreve esta solucao particular.
x
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\ Uma Solucéo de xd%: +y=1

—
e -
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Exemplo 2.30. A fungdo y(z) = €** + xe** é uma solugdo particular para a equagdo diferencial

dy? d : . o
ordindria 4 4_y + 4y = 0 no intervalo (-0o, >), pois ndo depende de constante arbitrdria

da? dx

ou um pardametro.
De fato

Resolvendo a equacdo diferencial

d d
@(GQI + ze?®) - 4%(6% + 2e®) + 4(e** + ze**) = 0 (2.4)

Calculando a primeira e segunda derivada de y(x) temos:
y(x) = 3e** + 2we*”

y(x)" = 8e** + dwe™.
Substituindo na equagdo (2.4)) temos:

8e* + dxe® — 4(3e* + 2we*™) + 4(e** + ze*) = 0

82 4 4xe®® — 12e%® — 8xe®® + 4e* + 4xe® = 0

portanto a fun¢do y(x) = e€** + xe?® é uma solucdo particular da equagéo diferencial dada.

Solucio Singular

Definicao 2.15. Quando uma equacdo diferencial possuir uma solucdo que ndo pode ser obtida
atribuindo valores particulares aos pardmentros na familia de slugées, esta solugcdo é chamada

de solucao singular

1 2 d
Exemplo 2.31. A funcdo y(x) = <1x2 + c) € uma solucdo geral da equagdo diferencial d—y =
x

zy*/?. Segue que, quando ¢ = 0, a solu¢do paricular obtida é y(x) = 1—6x4. Mas observe que,

y(x) = 0 é uma sulugdo singular, pois ndo pertence a familia de solu¢des dada por y(x) =

2
1 . .
(ZxQ + c) , uma vez que ndo é possivel obter y(x) = 0 atribuindo valores a constante c.
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Capitulo 3

Alguns Métodos de Resolucoes

Apartir de agora apresentaremos alguns metédos de resolucdo de equacao diferencial ordindria
conforme a sua estrutura e nosso objetivo se traduz em defir formalmente cada um dos metédos,
afim de torna-los precisos quanto ao conceito e técnicas usadas de forma intuitiva. Mas isso
ndo exclui a utilizagdo heuristica para resolver os exemplos, uma vez exposto a sua verdadeira

intencao.

3.1 Variaveis Separaveis

Definicao 3.1. Equacoes diferenciais de primeira ordem que possam ser colocadas na forma

dy _ f(x)

dr @7 9(y) # 0, (3.1

na qual f -— R e g :(— R, em que I e J sdo intervalos abertos, sdo chamadas equagcoes

separdveis ou equacoes a varidveis separdveis.

Exemplo 3.1. Suponhamos que y(x) = y seja uma solugdo da equagdo e seja G(y) uma
primitiva de g(y), isto é, G'(y) = g(y). Como y é uma funcdo de x, segue-se que, usando a regra
da cadeia,
d dy
ale -« bt
(v(a)) = C(y(x) 2
do fato de G'(y(z)) = g(y) temos
d dy
~a - hat:4
(y(2)) = g(y)—
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da equagdo tem-se

segue que

Laty@) = 1)

a qual integrando em relagdo a x resulta em uma solucdo na forma explicita.

Gly(a)) = [ f(oe

Observacdo 3.1. Para que tenhamos uma solugdo explicita a hipdtese de que y = Y (x) deve
ser uma solucdo da equagdo (3.1). Porém, nada foi dito sobre a existéncia de solugdo para tal

problema.

Usando a mesma técnica, vamos resolver um problema especifico.

Exemplo 3.2. Determinemos uma curva no plano xy que contenha o ponto (0,3) e cuja reta

2x

tangente em cada um de seus pontos (x,y) possua inclinag¢do —-

Sabe-se que a inclinagcd da reta tangente a uma curva é y = y(x) € a derivda y' ().
Assim,
dy _ 2@
dx y?
da equacdo, temos f(x) = 2x e g(y) = y? pois é uma equacdo a varidvel sepdravel.

colocando-a na forma

dy

2

—= = 2.

dx v
%

Uma primitiva de g(z) = y*> é G(y) = 3 entdo
d (y3) _ Qdy
dr* 3’ 7 dz

do fato que

dy

2

-7 -9

dz v

temos

d 3
(LY = 9
d:v< 3 ) v
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integrando com relacdo a x resulta a solugcdo geral implicita

y3
3 = 22+ C. (3.2)

Mas o problema nos pede que, dentre todas as curvas representadas pela familia de equacoes

em , determinemos aquela que passa pelo ponto (0, 3).

Assim, quando x = 0, deve-se terb y = 3, de modo que

33
3 = 02 + C
onde C' =9 e a curva procurada é
y? = 32? + 27 (3.3)
Exemplo 3.3. Seja a equagdo diferencial
dy
1 )= = 14y
(1 + 27— +y
Note que
dy 1ty dy _ 9@)
dx 1+ a2 dr  f(y)
1 1 : - > .
onde f(y) = T 5 e g(x) = T2 assim temos uma equagdo a varidvel sepdravel.
segue que
1 dy 1
1+942) de 1+ a2
oo 1 .
uma primitiva de f(y) = T é F(y) = arctgy.
Entdo
d
— (arctgy) = .
az ey =

Integrando os membros

1
arctgy = /1+x2dx = arctgy = arctgr + c

o que resulta

tg(arctgx) + tgc

y(z) = tglarctgr +c¢) = y(z) = 1 — tglarctgx)tge
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logo,

x + tge
y(x) = 1
1 — ztgc
Fazendo tgc = C, obtemos uma solugdo geral explicita da equagdo a varidvel sepdravel
x + C

Exemplo 3.4. Seja a equacdo diferencial
(cosy)(sen:v)d—y = (seny)(cosx)
x

equivalentemente temos

d d
(cosy) A N (cotgy)—y = cotgx
seny ) dx senx dx

CcoOST cos
onde f(x) = o ou cotgr e f(y) = seng; ou cotgy assim temos uma equag¢do a

varidvel sepdravel.

Uma primitiva ou integral indefinida de f(y) = cotgy é F(y) = In(seny) entdo
L in(seny)) = cot

—(In(seny)) = cotgx.

d Yy g

Integrando ambos os membros, obtemos

In(seny) = In(senz)+c
eln(seny) _ e(ln(senm)+c)
seny = ci(senz), onde c¢; = €°.

Assim temos uma solucdo geral explicita da equacdo diferencial ordindria

y = arcsen(cisenx)

Agora resoveremos as equagoes utilizando o argumento heuristico dos usudrios da matemdtica

Exemplo 3.5. Seja a equacdo

dy y+1
dz T
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reescrevendo a equacdo na forma

dy _fl@) 11

dr — g(y) y+1

1

onde f(r) = © e gly) = —

Assim temos uma equacdo a varidavel separdvel. E integrando em ambos os membros

1 1
/—dy = /—dx
y+1 x
Inly+1| = lnz + ¢

6ln|y+1| — elna: + ¢

C

ly+1|=2x - e
fazendo €¢ = c; temos
y==(xe; — 1)
que é uma solugdo geral dada explicitamente da equagdo diferencial.

Exemplo 3.6. Seja a equacdo diferencial ordindria

reescrevendo a equagdo na forma

d 1
& _TE gy = gyt — Ly = 20da
dr  g(y) y
1 . ~ . . .
onde f(y) = ; e g(xr) = —2x. Assim temos uma equacdo a varidvel separdvel, e integrando

em ambos os membros temos

1
/—dy = /—Qxdx
Y

Inly] = —2*+c
elnlyl el te
y| = e e
y = *(c- 6_12), ondecy = €°
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3.2 Equacoes Homogéneas

Para que definamos formalmente uma equacao diferencial homogénea precisamos difinir antes

uma funcio homegénea, e s6 depois entdo mostraremos os metddos de resolugdes destas equagdes.

Definicao 3.2. Fungdo Homogénea

Uma funcdo f ¢ dita homogénea de grau n se ocorrer que

ftr,ty) = t"f(x,y)

Exemplo 3.7. Seja a fungdo
flz,y) = 2° + 2%y,
temos que

flta, ty) = (t2)® + (tz)*(ty) = f(tx,ty) = 32° + t*2%ty
flta, ty) = 2% + P2y = f(to,ty) = °2° + P27y

fta,ty) = £(2° + 2%y) = f(ta,ty) = £f(2,y)
portanto a fungdo f(x, y) é uma funcdo homogénea de grau 3.

Exemplo 3.8. Seja a fungdo

temosque
tx T
tr.ty) = — + 4 = f(tz.ty) = — + 4 = 1°
f(tz, ty) 2ty f(tz, ty) % f(z,y)

portanto a fun¢do e homogénea de grau zero.

Observacdo 3.2. Se f(x,y) for uma fungdo homogénea de grau n, poderemos escrever
f(x,y) :Jff<]_,—> € f(xay) :yf(_71)
z Y
Yy z ~ A
em que f (1, —) e f|—,1) sdoambas homogéneaa de grau zero.
z Y
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Definicao 3.3. Equacdo Homogénea

Uma equacado diferencial da forma

dy _ M(z,y)

dr — N(z,y)

M(z,y)dx +N(x,y)dy = 0 ou

é chamada de homogénea se ambos os coeficientes M e N sdo funcoes homogéneas do mesmo

grau.

Metodo de Resolucao das Equacoes Diferenciais Homogéneas

Seja a equagdo homogénea

dy _ M(z,y)

= 34
dx N(z,y) (3-4)
. : Mz, y) .
da propriedade de homogeneidade temos que o quociente m pode ser reescrito como
T,y
M(z,y)  M(z-lz-2) 27 M(1,%)  M(1,%)
N(ZL’,y) - N(C(]l,l’%) _In N(L%) - N(L%)
reescrevendo a equacdo (3.4) temos
dy _ M(1,%)
— = I, 3.5
i = N L) (3-5)

Fazendou = Y = y = wu o queresulta

dy N du
dx dx
substituindo na equagdo (3.5) temos
N du  M(1,u)
U+ T— =
de N(1,u)

M(1,u)
du _ N(ow " N(uwdu  de
dr x M(1,u)+uN(l,u)  x

Apartir de entdo, para resolver a equacdo diferencial a varidvel separdvel faremos o mesmo pro-
cesso ja estudado e ao final da solugdo usamos a relagdo y = wux para fazer a substituicdo e

encontrar o valor de y.
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Exemplo 3.9. Seja a equagdo
vydr + (22 +y*)dy = 0.

Note que a equagdo é homogénea de grau 2, assim vamos escrevé-la como

dy ry
i = TPty 36
fazendoy = xu e substituindo na equagdo ([3.6) obtemos
d () 7%u
dx x? + x2u?
n du x? u
u rT— = — —
dx 2 \ 1+ u?
dw _ u
de 1+ u?
du  uw(2+u?)
de 1+u?

Note que chegamos em uma equagdo a varidvel separdvel, entdo

dx N 1+ u?
x w(2 4 u?)

Integrando em ambos os lados obtemos

1 2
In|x| + /idu = c.
u(2 + u?)

Para resolver a integral, utilizaremos as fracoes parciais do tipo

mz? +nx +p A . Bx +C
T
(x — a)(azx?® 4+ bx + ¢) r—a  ar’4br+c

onde ax® + bz + ¢ ndo admite raiz real, isto é A < 0

1+ u? A Bu+C 1/1 1 u
u(2 + u?) u u? +2 2 \u 2 \u?+2

pois A=1/2, B=1/2 e C' = 0 e portanto a integral fica

2
w(2 + u?) 2) u 2) u?+2
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agora usaremos uma mudanca de variavel na integral da direita e obteremos

1+ u? 1 1
Y gy = o In(u® +2).
/[u<2+u2)] u= g nlul + 1 n(u” + 2)

Assim resulta que
1 1 9
In|x| + §ln|u| + Zln(u +2) = ¢

chamando ¢y = In|cy| e fazendo simplificacdes convenientemente, obtemos

In [u2(u2 +2)} = In <0—1>4 ou ur(u®+2) = <ﬂ>4

x x
sabendo que u = % e fazendo as devidas simplificacoes a solugdo geral do problema é
yt 4+ 22%y? = c‘f.
Exemplo 3.10. Seja a equagdo

dy 224y 37
dr — 2xy + 3y? '

note que o quociente sdo fungcoes homogeneas de grau 2.

d du
Fazendo y = ux, obtemos d—y = u+ xd— e substituindo na equagdo temos

T T
N du 222 + u?a? 222 + u?) 2+ u?
u r— — = = — =
de  2x(ux) + 3(ux)? 22(2u + 3u?)  2u + 3u?

du 2 4+ u? N
rT— =— | ——— 4 u
dx 2u + 3u?

du 2 + 3u? + 3u?

x% - 2u 4 3u?

que é uma equagdo a varidvel sepdravel, entdo separando as varidveis
2u + 3u? 1
/ A, / L
2 + 3u? + 3u3 x
e integrando em ambos os membros temos
1 2 2
gln\Z + 3u” + 3u”| = —In|z| + InK
Apos as devidas simplificagoes, a solucdo geral do problem é
22° + 32y® +3y° +C =0
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3.3 Equacoes Exatas

Antes de definirmos uma equacgdo diferencial exata precisamos de alguns conceitos preli-

minares, vejamos a seguir.

Definicao 3.4. Seja f uma funcdo de duas varidveis reais, de forma que f tenha as derivadas

parciais primeiras continuas. A diferencial total (df) da fungdo é definida por

8f(ﬂc,y)daj N 3f(x7y)dy

df (z,y) = pe oy

(3.8)
Exemplo 3.11. Considere a funcdo continua

fla,y) = 2%y + 3y’x,
calculando suas derivadas parciais temos

8f($7y) = 2y + 3y3 o af(fay) - 2 4 9y2x

ox dy
logo a diferencial total é
df(x,y) = (2zy + 3y’)dx + (2* + 9y*z)dy
Definicao 3.5. A expressdo
M(z,y)dx + N(z,y)dy

é chamada uma diferencial exata se existe uma fungdo f(x, y) tal que se verifique

D~ wty) e LI - Ny,

Assim, se a expressdo M (x,y)dx + N(x,y)dy foruma diferencial exata, a equagdo diferencial

M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0

é chamada uma equacdo diferencial exata.

O seguinte teorema nos permite saber quando uma diferencial e uma equacgdo diferencial sao

exatas e sua demostracao nos fornece o método de resolucio de uma equagdo diferencial exata.
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Teorema 3.1. A equacdo diferencial
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0

€ exata se , e somente se, a igualdade for verdadeira

OM(z,y) _ ON(z,y)
dy - ox

Demonstracdo:

Assumiremos por hipétese que a equagdo diferencial
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0

¢ exata, isso nos garante que existe uma fungio f(z,y) tal que

of (x,y) of (x,y)
ox oy

= M(z,y) e = N(x,y)

E segue desse resultado que

*f(r,y) _ OM(z,y) 0*f(x,y) _ ON(z,y)
Oyox oy 0xdy ox

do fato da ordem das derivadas poder ser invertida, isto é

f(ry) _ P f(r.y)
Oyox 0xdy

temos,

OM(z,y) _ ON(z,y)
oy oxr

logo provamos a primeira parte do teorema.
Agora provaremos a segunda parte, ou seja, teremos que provar que existe uma fungdo f(z,y)

tal que,

f (z,y)
ox

= M(x,y) e a9

de forma que a equagdo diferencial M (x,y)dx + N(z,y)dy = 0 sejaexata. Assim consideremos
por hipdtese que

OM(z,y) _ ON(z,y)
oy B ox
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e assumindo a expressao verdadeira

of (z,y)

e M(z,y)

integramos com relacdo a x, sendo y considerado como uma constante obtemos e o termo

©(y) empregado apenas para obter a solugdo mais geral possivel para f(x,y), obtemos

fle.y) = / M(zy)0z + oly).

Agora, diferenciando com relacdo a y temos

of(x,y) _ 0 de(y)
Iy = 8—y/M(x,y)8x + 0y

segue que assumindo também

temos,

N(z,y) = %/M(x,y)(?x + dg;fyy)

a qual reorganizando e integrando em funcéo de ¢(y)

dply) _ OM (,y)
o N(z,y) — /a—y@x

o) = [ v - [F5r20d] ay

substituindo o valor de (y) na equagio obtemos
oM
flz,y) = /M(x,y)ax + /{N(I,y) — /%64 dy

Y
que é uma fungdo f(x,y) sujeita as condigdes

OM (z,y) _ ON(z,y)

dy ox
assim como também temos
of (x,y) _ of (x,y) _
8I - M(J;?y) € 8y - N(:an)

portanto a equagdo diferencial M (x,y)dz + N(z,y)dy = 0 é exata.
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Exemplo 3.12. Seja a equagdo diferencial

?yide + 23yPdy = 0
Solucao
1° passo : verificar se a equagdo diferencial é exata.

Pelo teorema a equacdo diferencial é exata se, e somente se a igualdade for vedadeira

OM(z,y) _ ON(z,y)
dy - ox

segue da equagdo que
M(z,y) =2 e N(z,y) =2’y

Calculando as derivadas parciais de M e N com relagdo a y e x respectivamente, temos

OM (z,y)
dy

ON
= 3z%y? e —a(i’ y) = 3z%y?

note que as derivadas parciais de M e N sdo iguais, logo a equagdo diferencial é exata.

2? passo: segue do fato da equagdo ser exata, as seguintes igualdades

LoD sty = @ e LED vy =y @

integrando parcialmente (1) com relacdo a x temos

/% _ /M(x,y)@x—l—g(y)

o [ fe) = g+ [

flz,y) = g(y) + g (I1I)

segue de (II) que

of (z,y)

N _ 3,2 11
9y (x,y) = 2’y (3.11)

derivando parcialmente (IIl) em relacdo a y temos

Ulmy) 9y + (@>,



Substituindo em ([3.11)) temos

gy +ay* = %y
integrando ¢'(y) = 0, resulta g(y) = co. Logo temos
233
f(l',y) = Ty + Co.

Como a solugdo da equagao diferencial é dada da forma f(x,y) = ¢, temos entdo que

€ uma familia a um parametro de solucoes da equacdo diferencial dada.

Exemplo 3.13. Seja a equacao diferencial

(seny — ysenx)dx + (cosx + xcosy)dy = 0
Solugdo
1° passo : verificar se a equagdo diferencial é exata.

Pelo teorema a equacdo diferencial é exata se, e somente se a igualdade for vedadeira

OM(z,y) _ ON(z,y)
dy - ox

segue da equagdo que
M(x,y) = seny — ysenx e N(z,y) = cosx + xcosy.

Calculando as derivadas parciais de M e N com relagdo a y e x respectivamente, temos

M N
OM (z,y) = cosy — senx e M = coSy — senx.
Oy Ox

Note que as derivadas parciais de M e N sdo iguais, logo a equacdo diferencial é exata.

2? passo: segue do fato da equagdo ser exata, as seguintes igualdades

8fg:,y) = M(z,y) = seny —ysenz (I) e 0f(x.y) = N(z,y) = cosz+zcosy —y (II)
x

dy

integrando parcialmente (I) com relagcdo a x

[ED [
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/ %ﬁ:y) _ / (seny — ysenz)dz

temos

f(z,y) = yeosz + g(y) (I1I)
segue de (II) que
%ﬂ;y) = N(z,y) = cosx + xcosy —y (3.12)

derivando parcialmente (III) em relacdo a y

%g;’y) =J) + d%(ycosx)
temos,
%ﬁ;y) = ¢'(y) + cosx.
Substituindo em (3.12) temos

g (y) + cosxt = cosx + xcosy —y

g (y) = xzcosy—y

logo substituindo em (III) temos
— Y
f(x,y) = ycosx + xseny — 5 + oo
como a solugdo da equagdo diferencial é dada da forma f(x,y) = ¢, temos entdo que

ycosr —+ xseny — = c

2
2
é uma familia a um parametro de solugoes.

3.4 Equacoes Lineares

Uma equagao diferencial ordindria linear de ordem n tem a seguinte forma
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dny dn—l

y dy
a”<x)d_xn + an_l(x) e + ...+ al(x)£ + aO(J:)y = g(.l’)

Exemplo: No capitulo (2), definimos que linearidade significa que todos os coeficientes sdo
fungdes de x somente e que y e todas as suas derivadas sdo elevadas a primeira poténcia. Segue

que quando n = 1 obtemos uma equacao linear de primeira ordem.

Definicao 3.6. Uma equacdo diferencial da forma

d
ar(w) 22 + a(2)y = g(x) (3.13)

é chamada de equagdo linear.

Quando dividimos a equagdo diferencial linear (3.13) por a;(x) obtemos uma forma mais

util de uma equacao linear, a forma padrao.

dy B
o, TPy =Q(2) (3.14)

Assim procuramos uma solugé@o para (3.14) em um intervalo 7 no qual as fungdes P(x) e Q(x)

sdo continuas.
Exemplo 3.14. Considere a equacdo diferencial

dy 1
2 4

- -9 Ny = =
xdx—I—(x x+ 1)y .

note que se dividirmos por x° a equagdo obtemos

dy+ et —20+1\ 1
dx 2 y_x3

que € uma equagdo linear na forma padrdo (3.14), em que os coeficientes sdo fungées de x

somente e y e sua derivada é de grau 1.

Usando diferenciais, podemos escrever a equagdo (3.14)) como

dy + [P(z)y — Q(z)]dx =0 (3.15)
que € uma equagao do tipo M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0, onde M = P(z)y — Q(z) e N = 1.
f e ~ : oM , ON
Note que esta equagdo ndo é exata, a ndo ser que P(x) = 0, pois temos que ki
y x

No entanto, se utilizamos um fator integrante, ela transforma-se em uma equacao diferencial

exata.

Fator de Integracao
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Definicdo 3.7. Um fator de integracdo ji(x,y) é uma funcdo que, multiplicada pela equagdo

diferencial
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0
a transforma em uma equagdo diferencial exata, ou seja, na equacdao
pu(x,y)M(z,y)dz + p(z,y)N(z, y)dy = 0 (3.16)
Exemplo 3.15. Considere a equacdo diferencial
ydx + 2xdy = 0.
oM

Perceba que ela ndo é exata, pois — # ——, entretanto, se multiplicarmos esta equagdo por v,

oy ox

teremos
y2dx + 2zydy = 0

logo teremos

oM ON
T =y = —
oy ox
e assim a equagdo diferencial tornou-se uma equacdo exata, em que p(r,y) = y € seu fator

integrante.

Método de Resolucao para uma Equacao Linear de primeira Ordem

o : : N d
Se utilizarmos fatores integrantes, poderemos resolver a equagdo diferencial linear d—y +
x

P(z)y = Q(x) através do seguinte teorema:

Teorema 3.2. A equacdo diferencial linear

dy

P P(z)y = Q(z)

tem um fator integrante na forma
wa,y) = el P@dx
e sua solucdo é dada por

y(z) = e J P(x)dx [/ efP(r)der(x)dx +e (3.17)
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Demonstracdo: Considere a equagdo diferencial ndo exata
dy + [P(x)y — Q(z)]dz =0
multilicando-a por um fator integrante ji(x) temos
1(2) P(a)y — p(@)Q@)] do + p(x)dy = 0

que é uma equagdo diferencial exata, e assim

0 0

3y (@) P(2)y — n(2)Q2)] = o-[u(2)]
que resulta em
dp
Plr) = -2
pP(z) = -
que é uma equagdo separdvel
dp
P(x)dx = —.
(z) .

Logo, integrando-a temos
In|lp| = /P(m)dm
plz) =
que ¢ o fator integrante.

d
Agora multiplicamos a equagdo diferencial linear Y p (x)y = Q(x) pelo fator integrante,

dx

isto é,
d
el P(x)dx—dz + efP(x)d“P(x)y =ef P(“)sz(x)

note que o lado esquerdo da equacdo é a regra do produto, logo temos a derivada do produto do

fator integragdo e a varidvel independente y

% |:€f P(x)dxy:| _ ef P(x)de(x)

d [ef P(x)dxy:| _ ef P(x)de(x)dx

integrando em ambos os lados temos

/d [efP(x)dxyi| _ /efp("”)de(x)dx

efP(ac)da:y _ /Gfp(x)de(I)dI—f—C

y = e—fP(x)d:p |:/ €fP(m)er(fL’)dl’+C
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Exemplo 3.16. Considere a equagdo

Resolucao:

1° passo: Colocar a equagdo na forma padrdo. Note que ela é linear e jd estar na forma

padrdao.

2° passo: Ildentifique P(x) na forma padrdo e entdo encontre o fator integrante.

3 .
Nesta equagdo, P(x) = —, logo temos que o fator integrante é:
x

3
u(fé‘)ze/ ) =

3° passo: Multiplique a forma padrdo da equagdo pelo fator integrante. Isso resulta automatica-

mente que o lado esquerdo da equagdo é a derivada do produto do fator integrante por vy, ou seja

% [efp(x)dxy]

Mutiplicando a equagdo por 3, temos

d
o dad + 3%y = 62°.
dx

Note que o lado esquerdo é a derivada do produto de x> por v, logo temos

d
%(l"gy) = 6z

d(2%y) = 62°dz.

4° passo: Integre ambos os lados dessa tiltima equagdo.
Integrando em ambos os lados, temos

/d(xgy) = /6:U5d:c

2y = 2%+c

e por fim temos uma solucdo geral para a equacdo diferencial linear de primeira ordem

2%+ ¢ 3, C
ou Yy=2"+ —
3

Yy= 3
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Exemplo 3.17. Considere a equagdo diferencial

dy 2x 1
de 1+ 22 1+ 22

Resolucao:

1° passo: Colocar a equagdo na forma padrdo. Note que ela é linear e jd estar na forma

padrdao.

2° passo: Ildentifique P(x) na forma padrado e entdo encontre o fator integrante.
2x

Nesta equagdo, P(x) = T2
x

logo temos que o fator integrante é:

2x
p(r) = e/ 1 +$2dx = e<ln<1 +x2)) = u(z) =1+ 22

3° passo: Multiplique a forma padrdo da equagdo pelo fator integrante. Isso resulta automatica-

mente que o lado esquerdo da equagdo é a derivada do produto do fator integrante por y, ou seja

% [ef P(:Jc)da:y:|'

Mutiplicando a equagdo por 1 + 2, temos

d
(1 —|—x2)£ + (1 +2?)

y = (14 2%

1+ 22 1+ 22

Note que o lado esquerdo é a derivada do produto de x> por v, logo temos

L) = 1
di(1+2%)y] = do

4° passo: Integre ambos os lados dessa ultima equacdo.

Integrando em ambos os lados, temos

/d[(l + 2ty = /dw

(1+2%y = z+ec

y+x2y = x+c
_x+c
v= 1+ a2

que é a solugdo geral para a equagdo diferencial linear de primeira ordem.
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Capitulo 4

Problema de Valor Inicial

Apos os estudos de resolucdo das equagoes diferencias ordindrias por meio de técnicas e
métodos de resolucoes, resolveremos um tipo de equacdo diferencial sujeita a determinadas
condigdes prescritas, condigdes estas que sdo impostas a solu¢do desconhecida y(x) = y e suas

derivadas, a qual chamamos de problema de Problema de Valor inicial (PVI).

Problema de Valor Inicial de Ordem n

Definicao 4.1. Um sistema formado por:
i) Uma equagdo diferencial Ordindria de ordem n.
ii) com n condicoes complementres, em um mesmo valor da varidvel indepedente, a cada funcdo

incognita e suas deivadas é chamado de valor inicial de ordem n.

Ou seja, em algum intervalo I contendo x, o problema

mn

Resolver : d— = f(z,y,9, ..,y
dz™

Sujeita a:y(zo) = yo,y'(x0) = y1, -y (T0) = Yn—1

n—l)

onde vy, Y1, ---Yn_1 SAo constantes reais especificadas, é chamado de problema de valor ini-
cial (PVI). Os viores de y(x) e suas n— 1 derivadas em um inico ponto x : y(zo) = yo, y' (o) =

Y1y -, Y Hx0) = Yn_1, sdGo chamados de condicdes inicias.

Em prticular, quando queremos resolver um problema de valor inicial de uma EDO de primeira
ordem, geométricamente podemos interpretar que estamos procurando uma solu¢do da EDO no

intervalo I que contenha x de tal modo que a curva integral passe pelo ponto (xq, o) prescrito.

39



Exemplo 4.1.

dy
[ T — =
Resolver o f(z,y)

Sujeita a:y(xg) = yo
Exemplo 4.2. considere o problema de valor inicial dado pela equacdo diferencial ordindria

y = (1-22)y’

1

0) = ——

y(0) 6
reescrevendo a equagdo diferencial temos

dy 2
—Z = (1-—22)y>
0 ( )y

Equivalentemente
1
?dy = (1 —2x)dx,

integrando em ambos os membros

/% _ /(1—23;)65:1;
1

= z—-2*+c
Y

y_l = 2’ —z—c

assim chegamos em uma solucdo geral inversa, mas foi dado um ponto (0, —1/6), e portanto
uma solucdo para este poblema deve satisfazer a condigdo inicial, ou seja a solucdo deve passar

pelo ponto (0, —1/6).
segue que

portanto uma solugcdo que satisfaz a condicdo prescrita ou uma solucdo particular da equagdo

diferencial é a solugcdo do problema de valor inicial.
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Exemplo 4.3. Considere o seguinte problema de valor inicial dado pela equagdo diferencial
ordindria.
vy b VR
y(1) =0

reescrevendo a equagdo diferencial temos

dy _y+Vr+y? @.1)
— :

dx

onde

) 2
M(zy) = LSVZFY 0 Ny = o

xz

assim, calculando

Mtz ty) = ty+ V222 +12y?2 = tly++22+y?) e Ntz ty) = tx

temos que as funcoes M (x,y) e N(x,y) sdo homogéneas de grau 1.

d du
Fazendo y = ux, obtemos d_y = u-+ xd— e substituindo na equagdo temos

x x
du xu + Va2 + x2u?
ut+r— =
dx
du
u—i—xd— = u+V1+u?
T

que é uma equagdo a varidvel sepdravel, entdo integrando em ambos os membros

/u+m - [ e

temos,
In(u+ V14 u?) = In|z| + In|co|, x>0
Apos as devidas simplificacoes, a solugcdo geral do problema é

u+V1+ur=xc.

Agora fazendo u = £, voltamos a trabalhar com as varidveis x e y
2
Y +/1+ (Q) = ¢y
x x
segue da condicdo inicial dada que v =1 e 1y =0, assim temos que

0 0)>
I‘i‘ 1+<I) :100 - CO:1'
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Portanto

ou fazendo simplificagbes convenientemente temos

y+va2+y? = 2°
Vaz+y?2 = 22—y
2y = 2t —22%y 4y

1 = 22—

’y —_=
é a solugdo para o broblema de de valor nicial
Exemplo 4.4. considere o problema de valor inicial dado pela equacdo diferencial ordindria

dy
1 zy 2 )L =
+ ye + (2y + ze )dx
y(0) =1

reescrevendo a equagdo diferencial temos

(1 4+ ye™)dx + (2y + xe™)dy = 0

Solugdo
1° passo: verificar se a equacdo diferencial é exata.

Pelo teorema a equagdo diferencial é exata se, e somente se a igualdade for verdadeira

OM(z,y) _ ON(z,y)
dy - or

Segue da equagdo que
M(z,y) =1+ ye™ e N(z,y) = 2y + ze™.

Calculando as derivadas parciais de M e N com relacdo a y e x respectivamente, temos

ON
= yxe®? e ﬂ = yxe™.

Ox
Note que as derivadas parciais de M e N sdo iguais, logo a equacdo diferencial é exata.

2° passo: segue do fato da equagdo ser exata, que

of(x,y)
ox

= M(z,y) = 1+ye™ (I) ¢ %Zy) = N(z,y) = 2y+aze™ (II)
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integrando parcialmente (1) com relacdo a x temos

/%ﬁ;y) _ /M(x,y)@x—l-g(y)

%/f(x,y) = g(y)/(1+y€w)9$

flzyy) = gly) + x+e™. (I1I)

Segue de (I1) que

%z’y) = N(z,y) = 2y + ze™. 4.2)

Derivando parcialmente (II) em relagcdo a y temos

of(x,y) d 2y
oy J(y) + d_y(x +e*)
af(;;y) _ g/(y) T+ et

Substituindo em ([{4.2) temos

Jd(y) +ze™ = 2+ ze™
Jdly) = 2y+xe™ —ze™

gy) = 2.
Integrando ¢'(y) = 2y, resulta gly) = v* + co. Logo temos
flz,y) = v+ + ¥ +
e como a solugcdo da equagdo diferencial é dada da forma f(x,y) = ¢, temos entdo que
r+e” + P = ¢ onde c¢o=c

€ uma familia a um parametro de solucoes da equacdo diferéncial dada. E segue da condicdo

inicial dada que quando © =0 e y =1, temosc = 2, logo
r+e” 4+ oy = 2

é a solucdo para o problema de valor inicial.
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Exemplo 4.5. considere o problema de valor inicial dado pela equacdo diferencial ordindria de
primeira ordem

dy
% +vy ==
y(0) = 4
Solugcdo: Note que a equacdo diferencial é linear.
d
1° passo: Colocar a equagdo na forma padrdo, ou seja d_y + P(z)y = Q(x). Perceba que a
x

equagdo jd estar na forma padrao.

2° passo: Ildentifique P(x) na forma padrdo e entdo encontre o fator integrante el Pz

dx
Nesta equagdo, P(x) = 1, logo temos que o fator integrante é ji(x) = e/ = e".

3% passo: Multiplique a forma padrdo da equagdo pelo fator integrante. Isso resulta auto-

maticamente que o lado esquerdo da equagdo é a derivada do produto do fator integrante por v,

d
ou seja — [ef P(“”)dl’y]
dx
Mutiplicando a equagdo por e*, temos

e—tey=czx
dx

note que o lado esquerdo é a derivada do produto de e* por y, logo temos

2L (ery) = zer

dz
d(e®y) = xe®dx

4° passo: Integre ambos os lados dessa tiltima equ¢ado.

/d(e”‘“y) = /xe””dx

integrando em ambos os lados

temos
ey =xe® — e +¢
simplificando temos
y=x—14ce™™ (4.3)
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mas da condigdo inicial sabemos que y = 4 quando x = 0. Logo substituindo na equagdo

({.3)temos que c = 5, assim
y=x—1+4+5e"

€ a solucdo para o problema de valor inicial.

4.1 Teorema de existéncia e unicidade

No estudo das equagées diferenciais de primeira ordem de forma geral

dy

T = f(x,y)

onde f(x,y) € continua em (z,y), dispomos dos teoremas de existéncia e unicidade de solugdes

para problemas de valor inicial.

d
ﬁ = f(x,y)
y(%) = Y

Em geral, estes teoremas se referem a existéncia e unicidade de solugées locais para o prob-
lema, isto é, solugdes definidas em algum intervalo (xo— 90, x¢+0) na vizinhanga do ponto inicial.
A continuacgdo desta solucdo para intervalos de definicdo maiores é um outro problema e depende

da regido do plano onde estd definida a funcdo f(x,y) e do seu comportamento.

d
A regido de definicdo de uma equacdo diferencial d_y = f(x,y) € sempre considerada
x
como um conjunto aberto do plano R?. Um conjunto aberto A é aquele em que para todo ponto
(wo,y0) € A existe um disco {(x,y) € R? : (x — 20)? + (y — yo)? < €%}, contido em A. Esta

condigdo nos garante "espaco"” para construir a solugdo local.

Estudamos até o momento, varios metodos de resolucdes de equacoes diferenciais, mas em
nenhum momento fizemos mengdo a resultados gerais que garantissem a existéncia e unicidade
de solucdo para problemas envolvendo tais equagoes. Esse resultado geral existe e é chamado
de teorema de Picard, ele garante que, sob determinadas condigées, o problema de valor inicial

(P.V.1.) possui solucdo tnica.

Em razdo dos objetivos deste trabalho ndo demostraremos esse resultado, mas analizaremos
um problema bem simples com a equagdo diferencial fundamental, relacionado com as questoes

de existéncia e unicidade.
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Considere o problema de valor inicial

dy _
o= f@) w
y(0) = o

emque f:1 — R éuma fungcdo continua em um intervalo I que contém o ponto 0.

Assim temos que a fung¢do

se) = [ s+ c

¢ uma solugdo da equagdo diferencial no problema (#.4). Do fato do valor da constante C, ser

obtido da condicdo inicial y(0) = vy temos que

va) = w o+ [ s
0
é uma solucdo do problema de volor inicial(P.V.I). Agora nos resta saber se ela é uinica.

Assim suponhamos que a funcdo

Y(z) = Y +/xf(t)dt

seja uma outra solugcdo para o P.V.I. Através de um cdlculo simples temos que y — Y satisfaz

oPVI

d
—(@y-Y) =0
-y =Y) (4.5)
(y—Y)(0) = 0
Como a d—(y —Y) = 0 nointervalo I, afuncdoy — Y deve ser identicamente nula nesse
x

intervalo, isso nos garante que y(x) — Y (x) = C, para todo x € I. Da condigdo inicial dada

(y—Y)(0) = 0, temos C =0 eassim

y(x) =Y (x), para todo x € 1

Logo temos que a solucdo do P.V.I ndo so existe como também é uinica.
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Capitulo 5

Aplicacao das Equacoes Diferenciais

Ordinarias de Primeira Ordem

Este capitulo é uma pequena amostra da grande importdancia e relevancia das equacoes difer-
enciais enquanto veiculo de transferéncia e entendimento da linguagem "natural” para a lin-
guagem matemdtica, assim como suas aplicacoes no ensino das equagoes diferenciais como dis-
ciplina matemdtica, pois exerce uma atitude propria da "matemdtica aplicada", se esta é con-
siderada como uma atitude no estudo da matemdtica dentro do contexto ciéntifico em que ela se

desenvolve, e ndo como uma disciplina isolada e descomprometida.

O desenvolvimento da teoria das equagoes diferenciais constitui-se em um dos melhores ex-
emplos da interacdo bem sucedida entre a matemdtica e a ciéncia em geral. Um exemplo da uti-
lizagdo imprescindivel da teoria das equagoes diferenciais estar no estudo e ensino da Mecdnica
Classica desde o século XV'I1, a qual por sua vez, é de grande importancia para o estudo e
ensino das equagoes diferencias. Mas que fique claro que, esta interacdo transita em meio a
biologia, quimica, economia e engenharia, e ndo apenas com a fisica. Observemos a seguir

algumas aplicagoes nestas ciéncias.
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5.1 12 Aplicacao: Desintegracao Radioativa

Nas artes, a desintegracdo radioativa é um método muito ulizado na verificacdo da auten-
ticidade de um quadro, pois a presenca de chumbo radiotivo Pb*'° e tracos de radio Ra*% em
pinturas permitem estabelecer se ndo houve falsificacdo recente dos quadros. Ndo diferente acon-

tece na arqueologia, onde é ulizada para datar eventos ocorridos num passado muito distante.

A atividade de uma susbstancia radioativa é medida pelo niimero de desintegracdes por
unidade de tempo. Este fendomeno é devido a emissdo de trés tipos de radiogcoes: particulas o
(niicleo de hélio), particula 3 (elétrons) e raios ~ (ondas eletromagnéticas de alta frequencia).
Esta compreensdo surgiu apos muitos experimentos, mas antes disto jd se sabia que a ativi-
dade é proporcional ao niimero de dtomos radioativos presentes em cada instante. A formulacdo

matemdtica desta afirmagdo é bastante simples:

Se N = N(t) é o niimero de dtomos radioativos na amostra no instante t, e Ny a quantidade

inicial destes dtomos, ou seja N (0) = Ny, entdo

dN
— = —=JAN
dt

onde N > 0 é a constante de desintegragdo(o sinal negativo significa que o niimero de dtomos

C o dN
diminui com o passar do tempo e, portanto — < 0).

dt

Note que esta equagdo é uma equagdo diferencial fundamental e uma solugdo particular para

esta equagdo é dada por
N(t) = Noe ™

Na o
Levando em conta que N(t) = S onde A é o niimero de massa do elemento radioativo e

N4 é o miimero de Avogadro que vale 6,02 x 10%mols~!

~ A
, arazao 7 € constante para cada

elemento e mede o niimero de dtomos em um grama deste elemento. Assim, em termos da massa

do material radioativo, a lei da atividade pode ser expressa por

m(t) = moe ™

A constante \ é determinada experimentalmente. Verificamos que durante um tempo t,, determi-
nado elemento decaiu uma porcentagem o da quantidade original, logo temos

(1 — %) mg = moe_Ml
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simplificando temos

O tempo necessdrio para que uma quantidade inicial de material radioativo mq decaia para a

m ) .
metade 70 é denominado meia-vida do elemento e denotado por t, ;5. Para calcular t, /5 fazemos

m,
o moefAtl/Q

simplificando temos

etz =2

aplicando a funcdo logaritimo temos

[n2
)\tl/g = [n2 - tl/g = %

A constante de desintegracdo ), caracteristica de cada elemento radioativo, permite dizer se este

elemento tem vida curta ou longa.

Alguns Exemplos

1. Urnio  U*3, 15 =4,56 x 10%nos = Ag3s = 0,152 x 10~ ?ano™*
2. Chumbo Pb*'°, tip = 22anos = A0 = 0,315 x 10~ tano=!
3. Carbono—14 C™, t1 =5.730anos = A4 =0,121 x 10~*ano™*

Exemplo 5.1. Se 100 miligramas de tério*** sdo reduzidas a 97, 21 miligramas em um dia, calcule

a taxa de desintegragdo deste material e sua meia-vida.

Solugdo: Seja m(t) a quantidade de tdrio presente no instante t, como mo = 100 e m; =
97, 21. Note que o tempo é medido em dias, assim temos que a equagdo que rege este fendbmeno é

dada por

m(t) =mee™ = m(t;) =mee ™ = 97,21 = 100e*

97,21
simplificando temos \ = —lnl’w = 0,0283 dias ™!
. . In2 )
e agora calcularemos a sua meia-vida, ou seja, t,/2 = 0.0283 = 24, 5dias
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Exemplo 5.2. Para se poder estimar a época em que foram feitas as pinturas que decoram as
paredes da ccaverna de Lauscaux, na Franga, foi analizada uma amostra do carvdo utilizado nos
desenhos. Esta dnalise revelou uma atividade de decomposi¢ao de 0, 97dpm [ g(decomposigdo por
minuto em um grama). Semelhante dnalise do carvdo produzido da madeira viva mais abundante

na regido, feita em 1950, apresentou um resultado de 6,68dpm/g. Estimar a idade daspinturas.
Solugdo:

Sabendo que a meia vida do carbono-14 ¢é t,;, = 5.730 anos

n2
5,730

do poblema temos, m(t) = 0,97dpm/g e my = 6,68dpm/g

~(,000121 ano™t ou A=1,21 x10"*

obemos \ =

logo obtemos da solugdo geral m(t) = moe™ da equacdo diferencial fundamental N (t) =
Noe™ que descreve a atividade radioativa do carbono-14 em um instante t(tempo) a seguinte

relacdo

0,97 = 6,68¢ 12107

resolvendo temos

0,97
lnm =—-1,21x107* -t = t=15.947anos

Portanto tais pinturas devem ter aproximadamente 16.000 anos.

5.2 22 Aplicacao: Absorcao de Drogas

Um problema fundamental em farmacologia é saber como cai a concentra¢do de uma droga
no sangue dde um paciente. O conhecimento deste fato permite estabelecer qual a dosagem a ser

inserida e o intervalo de tempo que cada aplicacdo deve ser feita.

O modelo mais simples é obtido quando supomos que a taxa de variacdo da concentracdo é
proporcional a concentragdo da droga na corrente sanguinea. Em termos matemdticos podemos
escrever da seguinte maneira.

dy _

— ks
dt Y

50



onde k > 0 é uma constante encontrada eexperimentalmente.

Suponhamos que seja dada ao paciente uma dose inicial v, absorvida pelo sangue instan-
taneamente, no instante t = 0.(O tempo de absorcdo da droga é geralmentte muito pequeno,

quando comparado com o tempo entre as aplicacoes das doses.)
A solucdo da equacdo é dada, entdo, por

y(t) = yoe

Suponhamos que depois de um tempo T uma segunda dose de mesma quantidade v seja admin-

istrada. Teremos entdo

y(T-) = yoe ™

que é a quantidade de droga no sangue imediatamente antes da segunda dose e
y(Ty) = yoe ™ + yo
¢ a quantidade da droga no sangue logo apds a aplicacdo da segunda dose, assim temos
(1) = o(1 + e M) H0)
que nos dd a quantidade de droga no sangue no instante t > T

Continuando o tratamento, pela inje¢do da quantidade vy, no final de cada intervalo de tempo

igual a T, obtemos

y(T ) = yo(l+e e ™ e y(2T1) = yo(1+ e )e ™™ +yo = yo(1 + e + 7
e portanto
y(t) = yo(1 + e Ft 4 2T k(t=21) para t>2T
Genericamente, depois da n-ésima aplicagdo, a quantidade de droga no sangue serd
y(nTy) = yo(1 + e ¥ 4 72 4 o7k, n=123,..

Ora, como 1 +e * e 26T 4 =T ¢ q soma de uma P.G. de (n+ 1) termos, com o primeiro

termo igual a 1 e a razdo e=*T, temos

1— 67(n+1)]€T
y(nTy) =yo - B
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(n+1)kT

Entdo, quando n cresce, e~ — 0 e, portanto, y(nT) tende a

_ Yo
yS - 1 _ eik.T

que é o nivel de saturacdo da droga

Observacao 5.1.

1. Quando se sabe o valor yo(quantidade de cada dose) e o nivel de saturagdo y,, podemos
determinar o intervalo de aplicacdo T

- =L = o N T=-—N Y% /

ys ys /{?

2. Quando se tem Y, e T', podemos obter qual deve ser a dosagem v, isto é,

Yo = Ys (1 - e_kT)

Exemplo 5.3. Uma dose de 100mg de um fdrmaco serd administrada oralmente a um paciente
com T0kg durante 10 dias, a cada 6 horas, para tratar uma doenga. A constante de eliminagdo
do farmaco neste paciente é dada por k = 12ml/min. Qual a concentragdo do farmaco no

equilibrio?

Solugdo: Sabendo que a dose inicial é de 100mg e com aplicacdo em um intervalo de 6h,
vamos aplicar diretamente na formula do nivel de saturacdo. Entdo temos

Yo 100

Isto resulta numa acumulagdo do farmaco, em que ys representa o nivel de saturacdo do farmaco,
no qual a taxa média de entrada do farmaco se iguala a taxa média de desaparecimento do

fdrmaco para um intervalo de aplicacdo.

Exemplo 5.4. Para um determinado farmaco sabe-se que a concentracdo no equilibrio é igual a
5,8mg/ml. Sabendo que esse mesmo fdarmaco é eliminado por uma constante k = 0, 2mg/min,
Calcule a dose a administrar por via oral em um intervalo de 8 /8h, durante 14 dias a um paciente

de T1kg.

Solugcdo: Como foi dado y; = 5,8mg/ml, k = 0,2mg/min e o intervalo de aplicacdo do

fdarmaco, temos
yo=ys(1—e ™) = yy=58(1—e'%) =5,799999437mg/ml
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5.3 32 Aplicacao: Digestao de Ruminantes

Os animais ruminantes, tais como carneiro, bode, veado, boi, etc, possuem um mecanismo
complicado para realizar sua disgestdo. Simplificando, podemos dizer que eles engolem os ali-
mentos sem mastigar, indo para a primeira cavidade do estomago, chamada rume. Apos serem
ruminados, estes alimentos seguem para o abomaso (coagulador), a quarta cavidade do esto-
mago, onde sao digeridos. Seguem posteriormente para o duodeno, o primeiro segmento do

intestino, e em seguida, na forma de fezes sao eliminados de meneira intermitente.

O modelo matemdtico que descreve a digestdo dos rumimnates consiste em estabelecer o
valor nutricional de vdrios alimentos selecionados, assim como sua granulacdo adquada para
serem melhor aproveitados na digestdo. Pois a permanéncia de um alimento no sistema digestivo
é um dos fatores responsdveis pelo melhor aproveitamento deste alimento. Assim, uma simples
andlise grdfica da excrecdo fecal via modelo matemdtico pode fornecer um método eficiente na

preparacdo de alimentos.

Sabemos que o fluxo do rume para o abomaso e deste para o duodeno e aproximadamente

continuo.

Em um esquema simplificado temos na Figura abaixo um Sistema digestivo dos animais ru-

minantes

fluxo continuo fluxo continuo

Rume | coagulador | M | Duodeno

fluxo
intermitente

Fezes

O modelo matematico, proposto por Blaxter, Graham e Wainman (1956), e o seguinte:
Seja, x = x(t) a quantidade de alimento no rume, no instante t,

y = y(t) a quantidade no coagulador, no instante t;
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z = z(t) a quantidade que chegou no duodeno ate o instante t;

Se a quantidade de alimento engolida pelo animal no instante t = 0 é q (este alimento vai
diretamente para o rume), entao ©(0) = ¢, e y(0) = z(0) = 0. Isto se aplica para qualquer

instante t, isto é, x(t) + y(t) + 2(t) = ¢.

As hipoteses formuladas para o fluxo do alimento consistem de duas propostas arbitrdrias e

andlogas:

Primeira, o alimento sai do rume em uma razao proporcional a quantidade de alimento que

estd nesta cavidade, isto é, a taxa de decrescimento 7 é proporcional a x.

d
d—f R onde ky >0 (5.1)

Segunda, o alimento sai do coagulador em uma taxa proporcional a quantidade que ai estd.

Assim, é bastante razodvel supor que

% = kix — koy onde kqi,ky >0 (5.2)

pois no mesmo instante entra k,x e sai ksy.

Resolvendo primeiramente a equagdo (5.1)), temos uma solugdo x(t) = ke™*1t, e como x(0) =

q, vem x(t) = ge k1t

Substituindo este valor na Equacao (5.2)), temos

d
= kg™ — kay (5.3)

cuja equagdo linear é ndo homogénea e a solucdo ja conhecemos. Usaremos agora, para ex-
emplificar, um outro método de resolucdo das equacoes lineares ndo homogéneas: Método da

variagdo de parametros.

Supomos que y(t) = u(t) - v(t), onde uma destas fungées pode ser arbitrdria, enquanto a

outra sera determinada da equacdo ({5.3).

Entdo,
dy dv du
— = Yy— v—
dt dt dt
Comparando com a Equagdo (5.3)), procuramos escolher u e v de modo que
dv
— = kyge ™" 5.4
u di 19¢€ (5.4)
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du du

UE = —kzy = —ku — % = —kou (55)

note que esta ultima é uma equagdo d varidvel separdvel, logo temos

kot

u(t) = cre” onde c¢; wma constante arbitrria. (5.6)

Substituindo isto na Equacdo ({5.4)), resulta

dv dv k
—kot — Lk —kit _ 19 (ko—Fk1)t
ce y 1qe ou o _Cl e
Se ki # ko, integrando temos
kiq
v(t) = ———F—elkemk)t 4
( ) Cl(k2 - kl) ?

onde cy é uma constante de integragdo, entdo

k k
y(t) = u(t) -v(t) = Cle_th : <;qe(k2_k1)t + 02> —  y(t) ;qe_klt + crcoe”

c1(ky — k) N ko — kq
C o kg .
Usando a condigdo inicial y(0) = 0, temos cicy = — g assim temos
2 — K1
_ qu —kit —kot
y(t) = . (e —e ) (k1 # ko) (5.7)
2 — K1

Agora se ki = ko, integrando temos

dv kg kiq
- =2 )= ¢+
dt C1 U( ) C1 2
e portanto
kot K19 —kot —kot
y(t) = u(t) - v(t) = cie T t+co = kigte + c1ce =
1

Usando a condigdo inicial y(0) = 0, temos cyco = 0, assim temos
y(t) = kigte ™" = kigte™™"  pois k) = ks (5.8)
Para calcular a quantidade de alimento que chega no duodeno até o instante t, usamos
2(t) = q— (2(t) +y(1)) (5.9)
Se ki # ko, temos

2(t) = ¢ — (2(t) +y(1)) (5.10)
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z(t) = e (TRt — et
t)=q—q P ( )
isto é,
2(t) = q— —L— - (hye ™t — fye") (5.11)
ko — Ky

E para ki = ko, temos

2(t) = g — qe™™M — qhyte ™ (5.12)
ou seja

2(t)=q[l—e ™ (1+k)] (5.13)

Observacao 5.2. Quando t — o0,z — q, isto é, quando t for suficientemente grande, todo o

alimento chega no intestino.

Contudo, para sabermos o valor nutricional dos alimentos e a granulagdo adquada para os
ruminantes, o método utilizado consiste em medir a excre¢do fecal, a qual é dada com uma fun¢do

do tempo depois que o animal foi alimentado com uma quantidade q.

Notemos que quando o alimento chega no intestino ele é excretado depois de um certo tempo.
Suponhamos que em média cada excregcdo se dé em um intervalo de tempo igual a T, ou seja,
a quantidade de fezes produzida no instante t > 1" ¢, em média, a quantidade de alimentos que
chegou no intestino até o tempo t —T. Se indicamos por f(t) a quantidade de fezes produzida até

o instante t, temos
f)=z(t-1T) para todot > T

Se ki # ko, temos

ft)=q— g (kze_kl(t_T — k16_k2(t_T)) para todot > T
2 — K1

5.4 4? Aplicacao: Resfriamento/Aquecimento de um Corpo -

Difusao de Calor

Um corpo que ndo possui internamente nenhuma fonte de calor, quando deixado em um meio
ambiente na temperatura na temperatura 'I', tende a temperatura do meio ambiente T;, que o

cerca. Assim, se a temperatural' < T,, este corpo se aquecerd e, se T > T, ele esfriard.
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De acordo com a Lei de resfriamento enuciada por I. Newton: "A taxa de variacdo da tem-
peratura de um corpo(sem fonte interna) é proporcional a diferenca entre sua temperatura e a do

meio ambiente'.

Colocando em termos matemdticos

dT T
= kT -T) ou — +kT =k, (5.14)

onde k constante de proporcionalidade e 'I;, constante arbitrdria, temos uma equagdo diferencial

dT dT
ordindria de primeira ordem, onde k > 0 pois se T' > T, entdo o <OeseT <T, o > 0.

Calculando o fator integrante obtemos p(t) = el k¥ = ¢kt

lados da equagdo ([5.14), obtemos

T
Cfi—tekt—l—kTekt:(kTa)ekt — (M. T) = (KT,)e™ (5.15)

, e multiplicando em ambos os

Integrando temos

kt Ta . okt
/(ekt TYdt = kTa/e’“dt — M = kT, (%) e =  T()="""_ te
€
portanto
T(t) =T, +ce ™ onde c € R (5.16)

é a solucdo geral da equagdo diferencial. Usando T (0) = Ty, obtemos ¢ = Ty — T, temos
T(t) =T, + (Ty — T,)e ™ (5.17)

Observacao 5.3. Neste modelo matemdtico, a temperatura do corpo so atinge a temperatura T},
no limite em que t — +00, entretanto, na realidade, a temperatura ambiente é atingida em um
tempo finito. Assim podemos chamar de t, o tempo necessdrio para que 1" atinja 99 por cento
de T,. Em termos niimericos, isto significa que se o erro relativo for de 1 por cento ou menos,

podemos considerar T'(t) como sendo praticamente T,. Assim,

99 1 /
+ T, =T, + (Ty —T)e "> — eMe=| . 2 __ —
100 +(To —To)e ‘ 100 (T, — To)
£ 1. [100(T, — Tp)
hte =ln|—t | = tg=ln|—r 0
"1100(T, — 1) T T,
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Exemplo 5.5. Um individuo é encontrado morto em seu escritorio pela secretdria que liga imedi-
atamente para a policia. Quando a policia chega, 2 horas depois da chamada, examina o caddver.
Uma hora depois o detetive prende a secretdria. Por qué?

Solucdo: A temperatura do escritério era de 20°C. Quando a policia chegou, mediu a temper-
atura do caddver, que era de 35°C; 1 hora depois, mediu novamente obtendo 34,2°C. Supondo

que a temperatura normal de uma pessoa viva seja constante e igual a 36, 5°C,temos
T(a) = 20: temperatura do meio ambiente
T(0) = 36,5: temperatura da vitima no instante da morte

T(t) = 35: temperatura da vitima decorrida desde o instante t da morte, ou seja a hora que

a policia chegou

T(t+ 1) = 34,2: temperatura da vitima no instante t da morte mais 1 hora depois que a

policia chegou

Substituindo estes dados na equacdo de resfriamento, temos
Tt) =T, + (Ty — T)e ™™ 35=20+(36,5—20)e ¥ —  eH=_"
andlogamente para T'(t + 1)
Tt+1)=T,+ (Ty — T,)e ™ 34,2=120+ (36,5 — 20)e *tH)  —  7kl+D) — 2

assim temos

15
—kt __
¢ 16,5
e—k(t+1) — 14,2
16,5

= = == = e® =1.056.338 onde k = 0.05481

15
15 15 In <16 5)
—kt ’
=—— = —kt=In|—— = t=—- =1 h.
e n (16,5) 2 , 73898

Podemos concluir que o assassinato ocorreu "exatamente"l hora, 44 minutos e 20 segundos antes

de a policia chegar, portanto, quando a secretdria telefonou, seu chefe ainda estava vivo!
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Observacao 5.4. Este é um problema de fic¢do policial muito interessante e realmente impos-
sivel, pois os dados colhidos pelo legista estdo completamente fora da realidade, uma vez que
neste caso, o tempo necessdrio para o corpo atingir a temperatura de 19, 8°C(equivalente a 99
por cento da temperatura ambiente) seria to, = 80,5 horas, quando o valor normal para t., é
aproximadamente 6 horas. Concluindo, nem sempre um problema com respostas convenientes

estd baseado em dados reais.

Entdo para uma melhor aproximacdo da realidade as medidas seriam obtidas da sequinte

maneira.

Tomamos t., = 6 e obtemos \ da formula

1

A =1,36.
20 ’

100(20 — 36,5)'

Se quisermos obter t = 1,7389, fazemos

T(t) =20 + (36,5 — 20)e™* = 20 + 16, 5e~ 13617389 = 21 550C
T(t+1) =20+ (36,5 — 20)e *(t+1) = 20 + 16, 513627389 = 20 390C
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Consideracoes finais

Este trabalho foi desenvolvido com o intuito de mostrar a importancia das equagoes difer-
enciais e sua vasta aplicagcoes nas ciéncias, em particular na fisica, quimica e biologia. Mas o
interesse e esforco estdo muito além, e conseguir dispertar o interesse e a vontadede de outros

alunos a saber mais a respeito deste assunto é sem duvida o maior objetivo deste trabalho.

Atentei em detalhar e simplificar ao mdximo todos os capitulos, focando sempre em exemplos
variados para um melhor entendimento do assunto, pois como se trata de um estudo introdutorio
a respeito das equagoes diferenciais, tive o cuidado de conceituar e exemplificar um a um termos

envolvidos.

Espero que este material possa servir de apoio nas pesquisas de alunos que buscam conhec-
imentos a respeito das equacoes diferenciais, em especial das equagoes diferenciais ordindrias.
Pois o ato de compartilhar conhecimento promove a universalizacdo do conhecimento, e este
por sua vez, é a principal arma contra o preconceito, a discriminacdo e a desigualdade em uma

sociedade.
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