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José Luiz Solon Sampaio

Estudo e implementação de métodos
numéricos para equações diferenciais

parciais elementares
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INSTITUTO DE CIÊNCIAS EXATAS E NATURAIS

FACULDADE DE MATEMÁTICA
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Agradeço a minha famı́lia que sempre me apoiou e me auxiliou.

Agradeço a meu orientador, Prof. Dr. Manoel Silvino, que sempre traba-

lhou junto a mim em minhas pesquisas, soube sempre sanar minhas dúvidas
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Resumo

Este trabalho apresenta duas técnicas para resolver algumas equações

diferenciais parciais, uma anaĺıtica e uma numérica aproximada. As soluções

anaĺıticas utilizam o método das caracteŕısticas e o método de separação de

variáveis juntamente com as séries de Fourier. Para a solução numérica

usamos o método de diferenças finitas, que se baseia na série de Taylor para

aproximar as derivadas e assim podermos aproximar as EDPs. Com esta

aproximação e programação em linguagem C criamos códigos que calculam

a solução aproximada e as representa graficamente. Por fim analisamos sobre

quais condições os métodos numéricos produzem aproximações estáveis.

Palavras-chave: EDP, Método das Caracteŕısticas, Séries de Fourier,

Diferenças Finitas, Estabilidade de von-Neumann.
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2.3.1 Método Expĺıcito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Introdução

Métodos numéricos para solução de equações diferenciais parciais con-

stituem uma área de estudo importante tanto na Matemática quanto nas

ciências exatas de um modo geral. Em particular as engenharias têm forte

interesse em desenvolver técnicas computacionais para a solução de seus

problemas. No curso de graduação em Matemática da UFPA, em Belém,

o curŕıculo não contempla nada sobre métodos numéricos, ficando os alunos

interessados nessa área restritos a orientações individuais dos professores de

trabalho de conclusão de curso ou de iniciação cient́ıfica, quando posśıvel. Foi

o que ocorreu no caso deste trabalho, no qual os estudos foram desenvolvi-

dos a partir da orientação de iniciação cient́ıfica oportunizada pelo projeto

Integrando a Amazônia, da Sociedade Brasileira de Matemática (SBM), nos

anos de 2012 e 2013.

Este trabalho de conclusão está divido em três caṕıtulos. No caṕıtulo

1, apresentamos um resumo teórico sobre equações as diferenciais parciais

elementares que trabalharemos, com ênfase nas técnicas para a obtenção das

suas soluções anaĺıticas. No caṕıtulo 2, desenvolvemos a discretização das

equações elementares usando o método de diferenças finitas. Neste caṕıtulo

também são mostrados os resultados obtidos a partir da implementação com-

putacional em linguagem c de alguns métodos. No caṕıtulo 3, fazemos o es-

tudo de estabilidade de alguns esquemas numéricos utilizando transformada
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de Fourier discreta e o critério de von Neumann. Também neste caṕıtulo,

os resultados obtidos a partir das implementações mostradas no caṕıtulo 2

ilustram graficamente o que acontece ao não se respeitar as condições de

estabilidade.
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Caṕıtulo 1

Soluções Anaĺıticas de EDPs

Uma equação diferencial parcial(EDP) consiste em uma equação cuja

solução é uma função de mais de uma variável e que envolve uma ou mais

derivadas dessa função solução. Muitos fenômenos f́ısicos, como por exemplo,

a condução do calor em uma barra, a vibração de uma corda ou ainda o

movimento de fluidos são modelados por EDPs.

Neste trabalho de conclusão de curso estamos especialmente interessados

nas equações diferenciais de convecção, do calor e da onda, que apresentamos

a seguir.

• Equação de convecção:

ut + aux = 0 , x ∈ (0, L) , t > 0.

• Equação do calor :

ut = α2uxx , x ∈ (0, L) , t > 0.

• Equação da onda:

utt = c2uxx , x ∈ (0, L) , t > 0.
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Quando impomos condições iniciais(CI) às equações temos um problema

de valor inicial. Se, além disso, impusermos condições de contorno, temos

um problema de valor inicial e de contorno.

Para a resolução da equação de convecção usaremos o método das carac-

teŕısticas e para a solução das equações do calor e da onda usamos a técnica

de separação de variáveis juntamente com o estudo de Séries de Fourier.

1.1 Equação de Convecção

1.1.1 Introdução ao Método das Caracteŕısticas

Consideremos o seguinte problema de valor inicial,

EDP: a(x, t)ux + b(x, t)ut + c(x, t)u = 0 −∞ < x < ∞ , t > 0 (1.1)

CI: u(x, 0) = ϕ(x) −∞ < x < ∞

A solução para esta equação está baseada no fato f́ısico, da distribuição

inicial em relação ao ponto x se propagar ao longo de uma linha (curva) no

plano x× t (chamada de caracteŕıstica).

A idéia do método das caracteŕısticas parte em introduzir duas novas

coordenadas s e τ (no lugar de x e t) com as seguintes propriedades:

s varia ao longo da curva caracteŕıstica.

τ varia ao longo da condição inicial (t = 0).

Primeiro, consideremos a nova coordenada s. Se considerarmos s de forma

que (1.1) se torne a EDO

du

ds
+ c(x, t)u = 0,
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fica claro, que a questão torna-se encontrar essa curva caracteŕıstica. Tomemos

a curva caracteŕıstica {[x(s), t(s)]; 0 < S < ∞} tal que

du

ds
= a(x, t) e

dt

ds
= b(x, t),

com isto, fica claro que

du

ds
= ux

dx

ds
+ ut

dt

ds
= a(x, t)ux + b(x, t)ut,

em outras palavras, ao longo da curva {[x(s), t(s)]; 0 < S < ∞}, a EDP

origina uma EDO.

EDO:
du

ds
+ c[x(s, τ), t(s, τ)]u = 0 0 < s < ∞,

CI: u(0) = f(τ),

Perceba que substitúımos também os valores de x e t por termos de s e

τ no coeficiente c.

Depois de resolver a EDO (com condição inicial), temos a solução u(s, τ).

Agora mudemos a solução de s e τ para x e t (a partir das mudanças de

variáveis do ińıcio) e encontraremos a solução u(x, t).

1.1.2 Solução da equação de convecção

Usaremos o método das caracteŕısticas para resolver a equação de con-

vecção com condição inicial e de contorno:

ut + aux = 0 , x ∈ (0, L) , t > 0, (1.2a)

u(0, t) = u(L, t) , t > 0, (1.2b)

u(x, 0) = f(x) , x ∈ (0, L). (1.2c)
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Considerando o que foi descrito anteriormente, faremos uma mudança de

variável da forma
dx

ds
= a e

dt

ds
= 1 , 0 < s < ∞.

Resolvendo as equações temos

x = as+ c1 e t = s+ c2.

Para calcular c1 e c2 fazemos p = 0, onde

x(0) = τ, t(0) = 0.

Portanto c1 = τ e c2 = 0. Assim, nossa reta caracteŕıstica é

x = as+ τ e t = s.

Podemos eliminar s da equação com

x− at = τ.

Usando as novas coordenadas temos a seguinte EDO com condição de

inicial

du

ds
= 0,

u(0, τ) = f(τ).

Resolvendo a EDO

u(s, τ) = f(τ).

Retornando às variáveis iniciais conclúımos que
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u(x, t) = f(x− at).

Assim, observamos que a solução da equação é constante ao longo da

curva caracteŕıstica. Essa propriedade é importante e deve ser levada em

consideração no desenvolvimento de métodos numéricos.

1.2 Equação do calor

1.2.1 Solução da equação do calor

Considere uma barra retiĺınea, de seção uniforme, homogênea de compri-

mento L (Fig.1.1).

Figura 1.1: Barra condutora.

Vamos supor que a superf́ıcie lateral desta barra esteja termicamente

isolada. Além disso vamos considerar que o comprimento desta barra seja

muito maior que o seu diâmetro, de modo que a temperatura em cada

seção transversal possa ser considerada constante. Nestas condições podemos
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modelar a temperatura na posição x e instante t como uma função de duas

variáveis u(x, t) . Supondo definidas as temperaturas T1 e T2 nas extremi-

dades da barra, a temperatura após um determinado tempo t na posição x

obedece a seguinte EDP,

ut = α2uxx , x ∈ (0, L) , t > 0 (1.3a)

u(0, t) = T1 u(L, t) = T2 , t > 0 (1.3b)

u(x, 0) = f(x) , x ∈ (0, L) (1.3c)

A solução deste problema parte de um caso espećıfico, onde as condições

de contorno são T1 = T2 = 0.

O método que utilizaremos para resolução da EDP 1.3a será o de sepa-

ração de variáveis. Neste método assumimos que solução pode ser escrita

como produto de funções de apenas uma variável. Vamos supor

u(x, t) = X(x)T (t), ∀x ∈ [0, L],∀t ≥ 0. (1.4)

Comparando com as condições de contorno temos

X(0) = X(L) = 0. (1.5)

Caso contrário T (t) seria nulo para todo t e teŕıamos a solução trivial u(x, t) =

0 . Substituindo (1.4) em (1.3a) temos:

X(x)T ′(t) = α2X ′′(x)T (t),

o que é equivalente a
1

α2

T ′(t)

T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
= −σ,

onde σ é uma constante. O sinal negativo é introduzido por conveniência.

Obtemos assim duas equações diferenciais ordinárias:

X ′′(x) + σX(x) = 0, (1.6)
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T ′(t) + σα2T (t) = 0. (1.7)

Vamos resolver (1.6) considerando três possibilidades para σ: σ < 0,

σ = 0, σ > 0.

Para σ < 0 vamos considerar σ = −λ2 onde λ > 0. Substituindo em (1.6)

obtemos

X ′′(x)− λ2X(x) = 0,

cuja solução geral é

(x) = c1e
λx + c2e

−λx,

onde c1 e c2 são constantes. Considerando (1.5) teremos apenas a solução

trivial para o caso σ < 0.

Se σ = 0 a equação (1.6) se reduz a

X ′′(x) = 0,

cuja solução geral é dada por

X(x) = c1x+ c2.

Também neste caso teremos apenas a solução trivial.

Para σ > 0 vamos considerar σ = λ2 (λ > 0). Substituindo em (1.6)

obtemos

X ′′(x) + λ2X(x) = 0.

Neste caso a solução geral é dada por

X(x) = c1 cosλx+ c2 sinλx.

Considerando a condição (1.5) conclúımos que

Xn(x) = sin
nπx

L
onde n = 1, 2, 3... (1.8)
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λn =
nπ

L
onde n = 1, 2, 3...

σn =
n2π2

L2
onde n = 1, 2, 3... (1.9)

Assim, a equação (1.7) assume a forma

T ′(t) +
n2π2α2

L2
T (t) = 0,

que tem como solução

Tn(t) = e

(
−n2π2α2t

L2

)
onde n = 1, 2, 3... (1.10)

Portanto segue de (1.4) que

un(x, t) = e

(
−n2π2α2t

L2

)
sin nπx

L
onde n = 1, 2, 3...

Em particular, qualquer combinação linear finita dessas soluções parti-

culares também é solução de (1.3), ou seja,

u(x, t) =
m∑

n=1

cne
−n2π2t

L2 sin
nπx

L
,

é solução de (1.3) para qualquerm fixo. A solução ideal seria que o somatório

fosse ampliado para o infinito na forma:

u(x, t) =
∞∑
n=1

cne
−n2π2t

L2 sin
nπx

L
. (1.11)

Temos agora que mostrar que a série (1.11) converge e determinar quem

são seus coeficientes cn.

Para satisfazer a condição inicial devemos ter

f(x) =
∞∑
n=1

cn sin
nπx

L
. (1.12)

Agora resta saber para que funções f(x) a série acima é convergente, o

que veremos na próxima seção.
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1.2.2 Introdução às Séries de Fourier

A série (1.12) é um caso particular de uma série de Fourier, que tem

forma geral dada por

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(
an cos

nπx

L
+ bn sin

nπx

L

)
(1.13)

Os coeficientes an e bn são chamados de coeficientes de Fourier e sua

determinação está relacionada com a função f .

Portanto uma questão central para a obtenção de solução para a EDP

(1.3) é saber em que condições a série de Fourier é convergente. A resposta

para essa questão é dada pelo Teorema de Fourier (para mais detalhes veja

ref. [4] ):

Teorema de Fourier: Seja f : IR → IR uma função seccionalmente dife-

renciável1 e de peŕıodo 2L. Então a série de Fourier da função f , converge,

em cada ponto x, para 1
2
[f(x+ 0) + f(x− 0)], isto é,

1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)] =

1

2
a0 +

∞∑
n=1

(
an cos

nπx

L
+ bn sin

nπx

L

)
,

onde usamos a notação

f(aj + 0) = limx→a+j
f(x) , f(aj − 0) = limx→a−j

f(x).

Conclúımos assim que a solução (1.11) da equação do calor (1.3) con-

verge apenas se a condição inicial (1.3c) for seccionalmente diferenciável. O

problema que encontramos agora é determinar o valor dos coeficientes.

1uma função f : IR → IR será seccionalmente diferenciável se f e f ′ têm apenas um

número finito de descontinuidades em qualquer intervalo limitado.
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1.2.3 Determinação dos coeficientes de Fourier

Se a função puder ser escrita como uma série de Fourier, termos agora

que determinar os coeficientes a0, an e bn, n = 1, 2, 3, · · · .

Determinação a0

Primeiramente integramos a igualdade (1.13) de −L até L.∫ L

−L

f(x)dx =
a0
2

∫ L

−L

dx+
∞∑
n=1

(
an

∫ L

−L

cos
nπx

L
dx+ bn

∫ L

−L

sin
nπx

L
dx

)
,

usando, ∫ L

−L

cos
nπx

L
dx =

∫ L

−L

sin
nπx

L
dx = 0,

temos ∫ L

−L

f(x)dx = La0,

e portanto

a0 =
1

L

∫ L

−L

f(x)dx. (1.14)

Determinação dos coeficientes am, m = 1, 2, · · ·

Para encontrar o coeficiente am multiplicamos a igualdade (1.13) por

cos mπx
L

e integramos com relação a x de −L até L.

∫ L

−L

f(x) cos
mπx

L
dx =

a0
2

∫ L

−L

cos
mπx

L
dx+

+
∞∑
n=1

(∫ L

−L

an cos
nπx

L
cos

mπx

L
dx+

∫ L

−L

bn sin
nπx

L
cos

mπx

L
dx

)
.

Usando

∫ L

−L

cos
nπx

L
dx = 0,

e as relações de ortogonalidade
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∫ L

−L

cos
nπx

L
sin

mπx

L
dx = 0 se n,m ≥ 1;

∫ L

−L

cos
nπx

L
cos

mπx

L
dx =

 L se n = m ≥ 1

0 se n ̸= m,n,m ≥ 1

temos

∫ L

−L

f(x) cos
mπx

L
dx = Lam,

e portanto,

am =
1

L

∫ L

−L

f(x) cos
mπx

L
dx. (1.15)

Determinação dos coeficientes bm, m = 1, 2, · · ·

Para determinar o coeficiente bm multiplicamos a igualdade (1.13) por

sin mπx
L

e integramos com relação a x de −L até L.

∫ L

−L

f(x) sin
mπx

L
dx =

a0
2

∫ L

−L

sin
mπx

L
dx+

+
∞∑
n=1

(∫ L

−L

an cos
nπx

L
sin

mπx

L
dx+

∫ L

−L

bn sin
nπx

L
sin

mπx

L
dx

)
,

usando

∫ L

−L

sin
nπx

L
dx = 0,

e as relações de ortogonalidade

∫ L

−L

cos
nπx

L
sin

mπx

L
dx = 0 se n,m ≥ 1;

∫ L

−L

sin
nπx

L
sin

mπx

L
dx =

 L se n = m ≥ 1

0 se n ̸= m,n,m ≥ 1
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temos

∫ L

−L

f(x) sin
mπx

L
dx = Lbm,

e portanto

bm =
1

L

∫ L

−L

f(x) sin
mπx

L
dx (1.16)

Coeficientes na solução geral da equação do calor

Comparando a série (1.12) com a série de Fourier (1.13) observamos que

os coeficientes cn são dados por

cn =
1

L

∫ L

−L

f(x) sin
nπx

L
dx

Que são os coeficientes da solução geral (1.11) da equação (1.3a) com

condição inicial dada por (1.3c).

1.3 Equação da onda

1.3.1 Solução da equação da Onda

Considere uma corda com extremidades fixas, de comprimento L e uma

vibração inicial (Fig. 1.2), por exemplo uma corda de um violão.

Considerando que sua espessura seja pequena o suficiente, podemos mode-

lar a vibração da corda no ponto x e no instante t como uma função de duas

variáveis u(x, t) que obedece a EDP
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Figura 1.2: Corda vibrante

utt = c2uxx , x ∈ (0, L) , t > 0 (1.17a)

u(0, t) = u(L, t) = 0 , t > 0 (1.17b)

u(x, 0) = f(x), x ∈ (0, L) (1.17c)

ut(x, 0) = g(x), x ∈ (0, L) (1.17d)

Nesta equação, como feito no caso da equação do calor (1.3), usaremos

o método de separação de variáveis e posteriormente as séries de Fourier.

Portanto, como explicado na seção 1.2.1, vamos procurar soluções de (1.17)

na forma :

u(x, t) = X(x)T (t). (1.18)

Comparando com as condições de contorno (1.17b) temos

X(0) = X(L) = 0. (1.19)

Caso contrário T (t) = 0 para todo t e teŕıamos a solução trivial u(x, t) =

0. Substituindo (1.18) em (1.17a) temos:

X(x)T ′′(t) = c2X ′′(x)T (t),

o que é equivalente a
1

c2
T ′′(t)

T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
= σ,
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onde σ é uma constante. Obtemos assim duas equações diferenciais or-

dinárias:

X ′′(x)− σX(x) = 0, (1.20)

T ′′(t)− σc2T (t) = 0. (1.21)

A resolução de (1.20) é dada por (1.8), ou seja,

X(x) = sin
nπx

L
onde n = 1, 2, 3... (1.22)

σ = −n2π2

L2
onde n = 1, 2, 3... (1.23)

Assim, a equação (1.21) assume a forma

T ′′(t)− n2π2c2

L2
T (t) = 0,

que tem como solução

T (t) = an cos
nπct

L
+ bn sin

nπct

L
, (1.24)

onde an e bn são constantes arbitrárias. Portanto segue de (1.18) que

u(x, t) = an sin
nπx

L
cos

nπct

L
+ bn sin

nπx

L
sin

nπct

L
.

Em particular, qualquer combinação linear finita dessas soluções particu-

lares também é solução de (1.17), ou seja,

u(x, t) =
m∑

n=1

[
an sin

nπx

L
cos

nπct

L
+ bn sin

nπx

L
sin

nπct

L

]
é solução de (1.17) para qualquer m fixo. Novamente a solução ideal seria

que o somatório fosse ampliado para o infinito na forma:

u(x, t) =
∞∑
n=1

[
an sin

nπx

L
cos

nπct

L
+ bn sin

nπx

L
sin

nπct

L

]
. (1.25)
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Considerando (1.25) e utilizando a condição inicial (1.17c) temos que

f(x) =
∞∑
n=1

an sin
nπx

L
. (1.26)

Obtendo ut(x, t) a partir de (1.25) e utilizando a condição inicial (1.17d)

obtemos

g(x) =
∞∑
n=1

nπc

L
bn sin

nπx

L
. (1.27)

Assim, para que haja solução da equação da onda (1.17), as condições

iniciais (1.17c) e (1.17d) devem poder ser escritas como as séries de Fourier

(1.26) e (1.27) respectivamente, em que os coeficientes de Fourier são dados

por

an =
1

L

∫ L

−L

f(x) sin
nπx

L
, (1.28)

bn =
1

nπc

∫ L

−L

g(x) sin
nπx

L
. (1.29)
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Caṕıtulo 2

Métodos numéricos para EDPs

Algumas EDPs não possuem uma solução anaĺıtica, para estes casos usa-

se uma aproximação através de métodos numéricos, que se inicia pela trans-

formação do domı́no cont́ınuo em um domı́nio computacional onde posterior-

mente são aproximadas as derivadas, transformando a EDP em uma equação

algébrica na qual as variáveis são as soluções em cada ponto do domı́nio

discretizado. No presente trabalho fizemos aproximações das equações uti-

lizando o método de diferenças finitas. Os resultados são comparados com

as soluções anaĺıticas para observar se as técnicas são eficientes.

2.1 O método de diferenças finitas

A resolução numérica pelo método de diferenças finitas parte da dis-

cretização das equações no domı́nio espacial, em pontos de intervalo ∆x =
L

imax

(onde imax + 1 é a quantidade de pontos no domı́nio espacial), e no

domı́nio temporal em intervalos ∆t =
tf

nmax

(onde nmax + 1 é a quantidade

de pontos no domı́nio temporal). Usaremos como notação u(i∆x, n∆t) =

u(xi, tn) = un
i . A ferramenta matemática utilizada para a discretização
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das equações é a série de Taylor. Neste caso as EDPs são substitúıdas

por expressões algébricas que são processadas computacionalmente. Estas

expressões são denominadas equação de diferenças finitas(EDF) e levam em

consideração as condições iniciais e de contorno também discretizadas. Ao re-

solver a EDF obtemos uma solução aproximada do problema em cada ponto.

2.1.1 Aproximações por diferenças finitas

Para a discretização das EDPs faremos a aproximação das derivadas

através da série de Taylor dada por [5, 2] :

f(x+∆x) = f(x) + (∆x)
df(x)

dx
+

(∆x)2

2!

d2f(x)

dx2
+

(∆x)3

3!

d3f(x)

dx3
+ ... (2.1)

Expandido em série de Taylor em torno de um ponto xn obtemos, (usando

a notação f(xn) = fn)

fn+1 = fn + (∆x)
df

dx

∣∣∣∣
n

+
(∆x)2

2!

d2f

dx2

∣∣∣∣
n

+
(∆x)3

3!

d3f

dx3

∣∣∣∣
n

+ ...

Assim podemos aproximar a derivada no ponto xn por

df

dx

∣∣∣∣
n

=
fn+1 − fn

∆x
+

[
−(∆x)

2!

d2f

dx2

∣∣∣∣
n

− (∆x)2

3!

d3f

dx3

∣∣∣∣
n

− ...

]
.

A esta aproximação denominamos diferença progressiva. O termo entre

colchetes representa a distância entre a solução real e a solução aproximada

para df
dx

no ponto xn e é denominado erro local de truncamento(ELT).

De forma análoga,

f(x−∆x) = f(x)− (∆x)
df(x)

dx
+

(∆x)2

2!

d2f(x)

dx2
− (∆x)3

3!

d3f(x)

dx3
+ ..., (2.2)

e portanto
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df

dx

∣∣∣∣
n

=
fn − fn−1

∆x
+

[
(∆x)

2!

d2f

dx2

∣∣∣∣
n

− (∆x)2

3!

d3f

dx3

∣∣∣∣
n

− ...

]
.

A esta aproximação denominamos diferença regressiva, cujo erro local de

truncamento é dado por

ELT =

[
(∆x)

2!

d2f

dx2

∣∣∣∣
n

− (∆x)2

3!

d3f

dx3

∣∣∣∣
n

− ...

]
Utilizando as expansões anteriores, podemos subtrair (2.2) de (2.1) ob-

tendo

f(x+∆x)− f(x−∆x) = 2∆x
df(x)

dx
+ 2

(∆x)3

3!

d3f(x)

dx3
+ ... .

Desta forma obtemos uma outra aproximação para a derivada, dada por:

df

dx

∣∣∣∣
n

=
fn+1 − fn−1

2∆x
−
[
(∆x)2

3!

d3f

dx3

∣∣∣∣
n

+
(∆x)4

5!

d5f

dx5

∣∣∣∣
n

+ ...

]
.

A esta aproximação denominamos diferença centrada, cujo erro local de

truncamento é dado por

ELT =

[
(∆x)2

3!

d3f

dx3

∣∣∣∣
n

+
(∆x)4

5!

d5f

dx5

∣∣∣∣
n

+ ...

]
.

Para obter uma aproximação para a segunda derivada efetuamos a soma

de (2.1) com (2.2):

f(x+∆x) + f(x−∆x) = f(x) + 2
(∆x)2

2!

d2f(x)

dx2
+ 2

(∆x)4

4!

d4f(x)

dx4
+ ...

Portanto

d2f

dx2

∣∣∣∣
n

=
fn+1 − fn + fn−1

(∆x)2
+ ELT,

com

ELT =

[
−2

(∆x)2

4!

d4f

dx4

∣∣∣∣
n

− ...

]
.
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Neste caso dizemos que o erro local de trucamento é da ordem ∆x2 (

O(∆x2) ), para informar que o termo dominante em ELT é (∆x)2. Assim,

podeŕıamos escrever

d2f

dx2

∣∣∣∣
n

=
fn+1 − fn + fn−1

(∆x)2
+O(∆x2).

De um modo geral, dizer que o erro é da ”ordem ∆xn”( O(∆xn) ) significa

que existe uma constante K tal que

|ELT| ≤ K∆xn.

2.2 Solução numérica da equação de Convecção

Apresentaremos quatro esquemas de discretização da equação de con-

vecção (1.2):

• FTFS (forward in time and forward in space): avançado no tempo e

no espaço;

• FTBS (forward in time and backward in space): avançado no tempo e

atrasado no espaço;

• FTCS (forward in time and central in space) : avançado no tempo e

centrado no espaço ;

• Lax-Wendroff.

2.2.1 FTFS - Avançado no Tempo e no Espaço

Nesta técnica as aproximações são avançadas no espaço e no tempo.

∂u(xi, tn)

∂t
=

un+1
i − un

i

∆t
+O(∆t), (2.3)
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∂u(xi, tn)

∂x
=

un
i+1 − un

i

∆x
+O(∆x), (2.4)

substituindo (2.3) e (2.4) em (1.2a)

un+1
i − un

i

∆t
= −a

un
i+1 − un

i

∆x
+O(∆x,∆t).

Isolando un+1
i e desconsiderando o erro local de truncamento, obtemos

un+1
i = un

i −
a∆t

∆x
(un

i+1 − un
i ) (2.5)

2.2.2 FTBS - Avançado no Tempo e Atrasado no Espaço

Nesta técnica as aproximação da derivada com relação a x será recuada,

enquanto a derivada com relação a t será aproximada de forma progressiva.

∂u(xi, tn)

∂t
=

un+1
i − un

i

∆t
+O(∆t), (2.6)

∂u(xi, tn)

∂x
=

un
i − un

i−1

∆x
+O(∆x), (2.7)

substituindo (2.6) e (2.7) em (1.2a)

un+1
i − un

i

∆t
= −a

un
i − un

i−1

∆x
+O(∆x,∆t).

Isolando un+1
i e desconsiderando o Erro Local de Truncamento, obtemos

un+1
i = un

i −
a∆t

∆x
(un

i − un
i−1) (2.8)

Durante o estudo ao relacionar a solução aproximada e a curva carac-

teŕıstica podemos perceber que os esquemas FTFS e FTBS servem para

a < 0 e a > 0 respectivamente, então criamos um código em linguagem C

que utiliza o método correto a partir do valor de a representado na figura

(Fig. 2.1).
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Figura 2.1: Comparação entre a solução numérica e a solução anaĺıtica da

equação de convecção usando o esquema FTBS com 30 pontos no espaço.

2.2.3 FTCS - Avançado no Tempo e Centrado no Espaço

Nesta técnica as aproximação da derivada com relação a x será centrada,

enquanto a derivada com relação a t continua progressiva.

∂u(xi, tn)

∂t
=

un+1
i − un

i

∆t
+O(∆t), (2.9)

∂u(xi, tn)

∂x
=

un
i+1 − un

i−1

2∆x
+O(∆x), (2.10)

substituindo (2.9) e (2.10) em (1.2a)

un+1
i − un

i

∆t
= −a

un
i+1 − un

i−1

2∆x
+O(∆x,∆t)

Isolando un+1
i e desconsiderando o erro local de truncamento, obtemos

un+1
i = un

i −
a∆t

2∆x
(un

i+1 − un
i−1) (2.11)
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2.2.4 Lax-Wendroff

Esta técnica inicia derivando ambos os lados da equação (1.2a) em relação

a t,

∂

∂t

(
∂u

∂t

)
=

∂

∂t

(
−a

∂u

∂x

)
.

Assumindo que as derivadas mistas são iguais invertemos sua ordem do

lado direito da equação e substitúımos o termo ∂u
∂t

por −a∂u
∂x

de acordo com

(1.2a).

∂2u

∂t2
= −a

∂

∂x

(
∂u

∂t

)
= −a

∂

∂x

(
−a

∂u

∂x

)
= a2

∂2u

∂x2
. (2.12)

Fazendo a expansão da série de Taylor em relação ao tempo temos

u(x, t+∆t) = u(x, t) + ∆t

(
∂u

∂t

)
+

∆t2

2!

(
∂2u

∂t2

)
+O(∆t3).

Substituindo as derivadas de acordo com (1.2a) e (2.12) e desconsiderando

o erro local de truncamento obtemos

u(x, t+∆t) = u(x, t) + ∆t

(
−a

∂u

∂x

)
+

∆t2

2

(
a2

∂2u

∂x2

)
.

Aplicando as aproximações centrais nas derivadas em x temos

un+1
i = un

i − a∆t

(
un
i+1 − un

i−1

2∆x

)
+

a2∆t2

2

(
un
i+1 − 2un

i + un
i−1

∆x2

)
(2.13)

A principal vantagem desta aproximação em relação à FTFS e FTBS,

consiste que ela resolve aproximadamente para qualquer valor de a. A figura

(Fig. 2.2) mostra o gráfico gerado pelo codigo em linguagem C que foi criado

para aproximar a equação através do método de Lax-Wendroff comparando

com a solução encontrada na forma anaĺıtica.
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Figura 2.2: Comparação entre a solução numérica e a solução anaĺıtica da

equação de convecção usando Lax Wendroff com 30 pontos no espaço.

2.3 Solução numérica da equação calor

Para a solução numérica da equação do calor a série de Taylor será

utilizada para a aproximação das derivadas e montagem do esquema de

diferenças finitas, tal montagem será feita por dois métodos: Método expĺıcito

e método impĺıcito.

2.3.1 Método Expĺıcito

O método expĺıcito consiste na aproximação das derivadas no tempo tn,

com diferença progressiva na aproximação da derivada temporal.
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∂u(xi, tn)

∂t
=

un+1
i − un

i

∆t
+O(∆t), (2.14)

∂2u(xi, tn)

∂x2
=

un
i+1 − 2un

i + un
i−1

∆x2
+O(∆x2), (2.15)

substituindo (2.14) e (2.15) em (1.3a)

un+1
i − un

i

∆t
= α2u

n
i+1 − 2un

i + un
i−1

∆x2
+O(∆x2,∆t).

Isolando un+1
i e desconsiderando o erro local de truncamento, obtemos

un+1
i =

(
1− 2

α2∆t

∆x2

)
un
i +

α2∆t

∆x2
(un

i+1 + un
i−1) (2.16)

Ao determinarmos a aproximação pelo método expĺıcito pudemos criar

um código em linguagem C que a reproduz graficamente comparando com a

solução anaĺıtica (Fig. 2.3).

2.3.2 Método Impĺıcito

O método impĺıcito consiste na aproximação das derivadas no tempo tn+1

e diferença regressiva na aproximação da derivada temporal.

∂u(xi, tn+1)

∂t
=

un+1
i − un

i

∆t
+O(∆t), (2.17)

∂2u(xi, tn+1)

∂x2
=

un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

∆x2
+O(∆x2), (2.18)

substituindo (2.17) e (2.18) em (1.3a)

un+1
i − un

i

∆t
= α2u

n+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

∆x2
+O(∆x2,∆t).

Arrumando e desconsiderando o erro local de truncamento, obtemos

−α2∆t

∆x2
un+1
i+1 +

(
1 + 2

α2∆t

∆x2

)
un+1
i − α2∆t

∆x2
un+1
i−1 = un

i (2.19)
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Figura 2.3: Comparação entre a solução numérica e a solução anaĺıtica da

equação do calor usando o método expĺıcito com 30 pontos no espaço.

Este método resultará em um sistema de equações acopladas, que na

forma matricial é dado por



1 + 2R −R 0 · · · 0

−R 1 + 2R −R · · · 0
...

...
. . .

...

0 · · · −R 1 + 2R −R

0 · · · 0 −R 1 + 2R





un+1
1

un+1
2

un+1
3

...

un+1
IM−1


=



un
1 +Run+1

0

un
2

un
3

...

un
IM−1 +Run+1

IM


(2.20)

Onde,R = α2∆t
∆x2

Esta equação matricial pode ser resolvida pelo algoritmo de Thomas ([3]).
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Algoritmo de Thomas

O algoritmo de Thomas, também conhecido como TDMA, consiste em

uma técnica computacional para resolução de sistemas de equações na forma

Ax = r, onde A é uma matriz tridiagonal,



b1 c1 0 · · · 0

a2 b2 c2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 · · · aN−1 bN−1 cN−1

0 · · · 0 aN bN





x1

x2

...

xN−1

xN


=



r1

r2
...

rN−1

rN


(2.21)

A matriz A pode ser reescrita como o produto de duas matrizes bidiagonais

L e U , uma de banda superior e outra inferior respectivamente (eq. 2.22) ,



b1 c1 0 · · · 0

a2 b2 c2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 · · · aN−1 bN−1 cN−1

0 · · · 0 aN bN


=

=



β1 0 0 · · · 0

α2 β2 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 · · · αN−1 βN−1 0

0 · · · 0 αN βN





1 γ1 0 · · · 0

0 1 γ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 · · · 0 1 γN−1

0 · · · 0 0 1



(2.22)

Comparando os dois membros da equação (2.22) concluimos que
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β1 = b1 γ1 =
c1
β1

(2.23)

Para: 2 ≤ i ≤ N − 1 : αi = ai βi = bi − aiγi−1 γi =
ci
βi

(2.24)

αN = aN βN = bN − aNγN−1 (2.25)

Com essa mudança de matrizes Ax = r ⇒ (LU)x = r ⇒ L(Ux) = r ⇒ Ls =

r, onde s será uma matriz de apenas uma coluna, que contém nossas novas

incógnitas si.

β1 0 0 · · · 0

α2 β2 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 · · · αN−1 βN−1 0

0 · · · 0 αN βN





s1

s2
...

sN−1

sN


=



r1

r2
...

rN−1

rN


(2.26)

Podemos resolver s da forma:

s1 =
r1
β1

(2.27)

Para i = 2, 3, ..., N − 1, N : si =
ri − αisi−1

βi

(2.28)

calculados os valores de s resolvemos outra equação Ux = s



1 γ1 0 · · · 0

0 1 γ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 · · · 0 1 γN−1

0 · · · 0 0 1





x1

x2

...

xN−1

xN


=



s1

s2
...

sN−1

sN


(2.29)

por fim calculamos então os valores de x
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xN = sN (2.30)

Para i = N − 1, N − 2, ..., 2, 1 : xi = si − γixi+1 (2.31)

resolvendo então o sistema.

Para realização das operações do algoritmo de Thomas (TDMA) criamos

um código em linguagem C que nos gera a solução aproximada, representada

juntamente com a solução anaĺıtica na Fig. 2.4.
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Figura 2.4: Comparação entre a solução numérica e a solução anaĺıtica da

equação do calor usando o método impĺıcito com 30 pontos no espaço.
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2.4 Solução numérica da equação da onda

A série de Taylor será utilizada novamente para a aproximação das derivadas

e montagem do esquema de diferenças finitas.

∂2u(xi, tn)

∂t2
=

un+1
i − 2un

i + un−1
i

∆t2
+O(∆t2), (2.32)

∂2u(xi, tn)

∂x2
=

un
i+1 − 2un

i + un
i−1

∆x2
+O(∆x2), (2.33)

substituindo (2.32) e (2.33) em (1.17a)

un+1
i − 2un

i + un−1
i

∆t2
= c2

un
i+1 − 2un

i + un
i−1

∆x2
+O(∆x2,∆t2)

Isolando o termo un+1
i e desconsiderando e erro local de truncamento.

un+1
i = 2un

i +
c2∆t2

∆x2
(un

i+1 − 2un
i + un

i−1)− un−1
i

Esta discretização possui um problema, pois para n = 0 é exigido o valor

do ponto u−1
i . Para resolver este problema utilizaremos a segunda condição

inicial.

ut(x, 0) = g(x)

Tomando a aproximação centrada no tempo.

ut(xi, tn) =
un+1
i − un−1

i

2∆t

Fazendo t = 0

ut(xi, 0) =
u1
i − u−1

i

2∆t

g(xi) = gi =
u1
i − u−1

i

2∆t
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2∆t(gi) = u1
i − u−1

i

u−1
i = u1

i − 2∆t(gi)

Portanto para n = 0

u1
i = 2u0

i +
c2∆t2

∆x2
(u0

i+1 − 2u0
i + u0

i−1)− u1
i + 2∆t(gi)

u1
i = u0

i +
c2∆t2

2∆x2
(u0

i+1 − 2u0
i + u0

i−1) + ∆t(gi)

E assim resolvemos o problema. Comparando graficamente temos (Fig. 2.5)

-0.4

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

u(
x)

x

t = 1s

solucao exata
Eq. Onda

Figura 2.5: Comparação entre a solução numérica e a solução anaĺıtica da

equação da onda com 30 pontos no espaço
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Caṕıtulo 3

Análise de Estabilidade

3.1 Introdução

Ao estudarmos métodos numéricos buscamos que a solução da equação

de diferenças finitas se aproxime a solução da equação diferencial parcial

que ela descreve, quando tal fenômeno ocorre dizemos que a equação de

diferenças finitas converge. Neste caṕıtulo apresentaremos formalmente a

definição de convergencia e também duas definições que a auxiliaram, con-

sistência e estabilidade. Por fim estudaremos a estabilidade dos esquemas

numéricos propostos no caṕıtulo anterior.

3.1.1 Consitência

Um esquema de diferenças finitas é consistente se descrever exatamente

a equação diferencial parcial desejada, para determinarmos se uma equação

de diferenças finitas é consistente fazemos a expansão em serie de Taylor dos

pontos da equação em relação ao ponto un
i e aplicamos o limite com ∆t e

∆x tendendo a zero. Por exemplo a discretização de Lax-Wendroff para a

equação de convecção é dada por:
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un+1
i = un

i − a∆t

(
un
i+1 − un

i−1

2∆x

)
+

a2∆t2

2

(
un
i+1 − 2un

i + un
i−1

∆x2

)
. (3.1)

Aplicando a série de Taylor

un
i +∆t

∂u

∂t
+O(∆t2) = un

i − a∆t

(
un
i +∆x∂u

∂x
− un

i +∆x∂u
∂x

+O(∆x3)

2∆x

)
+

+
a2∆t2

2

(
un
i +∆x∂u

∂x
− 2un

i + un
i −∆x∂u

∂x
+∆x2 ∂2u

∂2x
+O(∆x4)

∆x2

)
. (3.2)

Simplificando,

∂u

∂t
= −a

∂u

∂x
+

a2∆t

2

∂2u

∂2x
+O(∆t) +O(∆x2) +O(∆t∆x2). (3.3)

Aplicando o limite com ∆t e ∆x tendendo a 0 temos,

∂u

∂t
= −a

∂u

∂x
. (3.4)

Portanto o esquema é consistente com a equação de convecção.

3.1.2 Convergência

Como dito, durante o estudo de métodos numéricos buscamos que a

solução aproximada convirja para a solução da equação diferencial parcial,

quando isso ocorre denominamos que o esquema é convergente, na forma

matemática:

Definimos uma partição no intervalo, com uma distribuição uniforme de

pontos da malhas por um incremento ∆x. Vamos considerar uma sequen-

cia {∆xj}, j = 1, 2, ... tal que ∆x → 0 quando j → ∞. Xj denota um
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espaço linear normado de diferença finita contendo a solução associada com

o incremento ∆x, e denotamos a norma de Xj por ∥.∥j.

Um esquema de diferenças que aproxima um problema de valor inicial e

de contorno continuo, é convergente no tempo t se para toda sequencia de

partições {∆xj}, com (n+ 1)∆t → t,

∥un − vn∥j → 0

com j → ∞ e ∆t → 0.

3.1.3 O teorema de equivalência de Lax

Além da forma proposta anteriormente, existe outra forma de determi-

narmos se um esquema de diferenças finitas é convergente, é o teorema de

equivalência de Lax, tal teorema utiliza a definição de estabilidade que será

apresentada posteriormente.

TEOREMA DE EQUIVALÊNCIA DE LAX: Um esquema de diferenças

consistente é convergente se, e somente se, este é estável.

3.2 Estabilidade

Assumiremos que os esquemas de diferenças finitas trabalhados até agora

são todos consistentes, para determinarmos se estes são convergentes, analis-

aremos se são estáveis. A idéia da estabilidade está relacionada a ampliação

ou anulação de erros de arredondamentos e de aproximações, quando um

esquema anula tais erros não afetando a solução dizemos que o esquema é

estável, entretanto quando tais erros são ampliados fazendo a solução diver-

gir da solução real (denomina-se explodir a solução) dizemos que o esquema

é instável. Os esquemas são divididos em três grupos quando analisamos a

35



estabilidade:

• Condicionalmente estável: o esquema é dito condicionalmente estável

se este for estável para condições espećıficas (parâmetros da malha).

• Incondicionalmente estável: o esquema se mantém estável sobre quais-

quer condições é denominado incondicionalmente estável.

• Incondicionalmente instável: o esquema se mantém instável sobre quais-

quer condições é denominado incondicionalmente instável.

Faremos agora a análise da estabilidade de alguns esquemas expostos

anteriormente, afim de classificá-los como condicionalmente estável, incondi-

cionalmente estável ou incondicionalmente instável. Em especifico no caso

de condicionalmente estável determinaremos as condições de estabilidade.

3.3 Análise de estabilidade a partir da trans-

formada de Fourier discreta.

Vamos considerar o estudo de esquemas numéricos que podem ser escritos

como

un+1 = Qun , n ≥ 0, (3.5)

em que usamos os conjuntos ℓ2 =

{
u = (· · · , u−1, u0, u1, · · · )T :

∞∑
k=−∞

|uk|2 < ∞

}
.

Dizemos que o esquema (3.5) é estável em relação à norma ∥ · ∥ se

existirem constantes positivas ∆x0 e ∆t0 e constantes não negativas K e β

tais que

∥un+1∥ ≤ Keβt∥u0∥ (3.6)

para 0 ≤ t = (n+ 1)∆t, 0 < ∆x < ∆x0 e 0 < ∆t ≤ ∆t0
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A análise de estabilidade dos esquemas numéricos foi feita primeiramente

considerando os problemas como problemas de valor inicial. Desse modo a

técnica utilizada foi a transformada de Fourier discreta de u ∈ ℓ2, que é a

função û ∈ L2[−π, π] definida por

û(ξ) =
1√
2π

∞∑
m=−∞

e−imξum (3.7)

para ξ ∈ [−π, π]. Onde

L2(R) =

{
v : R → C :

∫
R

|v(x)|2dx < ∞
}

.

A utilização de (3.7) juntamente com a identidade de Parseval, ∥û∥2 =

∥u∥2, nos fornece as condições necessárias para o estudo da estabilidade.

3.3.1 Equação de Convecção

Faremos a análise nos esquemas montados a partir da equação (1.2) para

isso usaremos R = a∆t
∆x

.

FTFS

Aplicando (3.7) em (2.5) temos,

ûn+1 = ûn −R(ûneiξ − ûn)

ûn+1 = [1−R(eiξ − 1)]ûn

aplicando a fórmula de Euler

ûn+1(ξ) = (1 +R−R cos ξ − iR sin ξ)ûn(ξ)
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Aplicando a resultado acima n+ 1 vezes obtemos

ûn+1(ξ) = (ρ(ξ))n+1û0(ξ)

onde ρ(ξ) = 1 +R−R cos ξ − iR sin ξ.

Agora, se escolhermos R de modo que |ρ(ξ)|2 < 1 ⇒ |ρ(ξ)| < 1, teremos

∥ûn+1∥2 ≤ ∥û0∥2 (3.8)

Com esses resultados segue que escolhendo R de modo que |1 + R −

R cos ξ − iR sin ξ|2 ≤ 1 poderemos fazer K = 1 e β = 0 em (3.6). Assim,

conclúımos que o esquema é condicionalmente estável e a condição necessária

para a estabilidade do esquema (2.5) é

−1 ≤ R ≤ 0 (3.9)

FTBS

Aplicando (3.7) em (2.8) temos,

ûn+1 = ûn −R(ûn − ûne−iξ)

Colocando ûn em evidencia,

ûn+1 = [1−R(1− e−iξ)]ûn

Aplicando a fórmula de Euler

ûn+1(ξ) = (1−R +R cos ξ − iR sin ξ)ûn(ξ)

Aplicando a resultado acima n+ 1 vezes obtemos
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ûn+1(ξ) = (ρ(ξ))n+1û0(ξ)

onde ρ(ξ) = 1−R +R cos ξ − iR sin ξ.

Agora, se escolhermos R de modo que |ρ(ξ)|2 < 1 ⇒ |ρ(ξ)| < 1, teremos

∥ûn+1∥2 ≤ ∥û0∥2 (3.10)

Com esses resultados segue que escolhendo R de modo que |1 − R +

R cos ξ − iR sin ξ|2 ≤ 1 poderemos fazer K = 1 e β = 0 em (3.6). Assim,

conclúımos que o esquema é condicionalmente estável e a condição necessária

para a estabilidade do esquema (2.8) é

0 ≤ R ≤ 1 (3.11)

FTCS

Aplicando (3.7) em (2.11) temos,

ûn+1 = ûn −R

(
ûneiξ − ûne−iξ

2

)

ûn+1 =

[
−R

(
1eiξ − e−iξ

2

)]
ûn

aplicando a fórmula de Euler

ûn+1(ξ) =

[
1−R

(
cos ξ + i sin ξ − cos ξ + i sin ξ

2

)]
ûn(ξ)

ûn+1(ξ) = (1− iR sin ξ)ûn(ξ)

Aplicando a resultado acima n+ 1 vezes obtemos
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ûn+1(ξ) = (ρ(ξ))n+1û0(ξ)

onde ρ(ξ) = 1− iR sin ξ.

Agora, se escolhermos R de modo que |ρ(ξ)|2 < 1 ⇒ |ρ(ξ)| < 1, teremos

∥ûn+1∥2 ≤ ∥û0∥2 (3.12)

Com esses resultados segue que escolhendo R de modo que |1−iR sin ξ|2 ≤

1 poderemos fazer K = 1 e β = 0 em (3.6). Assim, uma condição necessária

para a estabilidade do esquema (2.11) é

R = 0 (3.13)

Entretanto R = a∆t
∆x

, ou seja, nunca pode ser 0, portanto o esquema (2.11)

é incondicionalmente instável.

Lax-Wendroff

Aplicando (3.7) em (2.13) temos,

ûn+1 = ûn − R

2
(ûneiξ − ûne−iξ) +

R2

2
(ûneiξ − 2ûn + ûne−iξ) (3.14)

ûn+1 =

[
1− R

2
(eiξ − e−iξ) +

R2

2
(eiξ − 2 + e−iξ)

]
ûn

Aplicando a fórmula de Euler

ûn+1 =

[
1− R

2
(cos ξ + i sin ξ − cos ξ + i sin ξ)−R2 +

R2

2
(cos ξ + i sin ξ + cos ξ − i sin ξ)

]
ûn

ûn+1 =

[
1−R2 − R

2
(2i sin ξ) +

R2

2
(2 cos ξ)

]
ûn
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ûn+1 = (1−R2 − iR sin ξ +R2 cos ξ)ûn

Substituindo (cos ξ) por (1− 2 sin2 ξ
2
)

ûn+1 = (1−R2 +R2

(
1− 2 sin2 ξ

2

)
− iR sin ξ)ûn

ûn+1(ξ) = (1− 2R2 sin2 ξ

2
− iR sin ξ)ûn(ξ)

Aplicando a resultado acima n+ 1 vezes obtemos

ûn+1(ξ) = (ρ(ξ))n+1û0(ξ)

onde ρ(ξ) = 1− 2R2 sin2 ξ
2
− iR sin ξ.

Agora, se escolhermos R de modo que |ρ(ξ)|2 < 1 ⇒ |ρ(ξ)| < 1, teremos

∥ûn+1∥2 ≤ ∥û0∥2 (3.15)

Com esses resultados segue que escolhendo R de modo que |1−2R2 sin2 ξ
2
−

iR sin ξ|2 ≤ 1 poderemos fazer K = 1 e β = 0 em (3.6). Assim, conclúımos

que o esquema é condicionalmente estável e a condição necessária para a

estabilidade do esquema (2.8) é

|R| ≤ 1

3.3.2 Equação do Calor

Analisaremos a partir de agora os esquemas montados a partir de (1.3),

para isso usaremos R = α2∆t
∆x2 .

Método Expĺıcito

Aplicando (3.7) no esquema (2.16) resulta em
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ûn+1 = (1− 2R)ûn +R(ûneiξ + ûne−iξ)

usando a fórmula de Euler

ûn+1 = [1− 2R +R(cos ξ + i sin ξ + cos ξ − i sin ξ)]ûn

ûn+1 = (1− 2R + 2R cos ξ)ûn

substituindo cos a = 1− 2 sin2 a
2

ûn+1 = (1− 2R + 2R− 4R sin2 ξ

2
)ûn

ûn+1(ξ) = (1− 4R sin2 ξ

2
)ûn(ξ) (3.16)

Aplicando a resultado acima n+ 1 vezes obtemos

ûn+1(ξ) = (ρ(ξ))n+1û0(ξ) (3.17)

onde ρ(ξ) = 1− 4R sin2 ξ

2
.

Agora, se escolhermos R de modo que |ρ(ξ)| < 1, teremos

∥ûn+1∥2 ≤ ∥û0∥2 (3.18)

Com esses resultados segue que escolhendo R de modo que |1−4R sin2 ξ

2
| ≤ 1

poderemos fazer K = 1 e β = 0 em (3.6). Assim, conclúımos que o esquema

(2.16) gerado no método expĺıcito é condicionalmente estável e a condição

necessária para a estabilidade é

R =
ν∆t

∆x2
≤ 1

2
(3.19)
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Método Impĺıcito

Aplicando (3.7) no esquema (2.19) resulta em

−Rûn+1eiξ + (1 + 2R)ûn+1 −Rûn+1e−iξ = ûn

usando a fórmula de Euler

[1 + 2R−R(cos ξ + i sin ξ + cos ξ − i sin ξ)]ûn+1 = ûn

(1 + 2R− 2R cos ξ)ûn+1 = ûn =

substituindo cos a = 1− 2 sin2 a
2

(1 + 2R− 2R + 4R sin2 ξ

2
)ûn+1 = ûn

ûn+1(ξ) =
1

1 + 4R sin2 ξ

2

ûn(ξ) (3.20)

Aplicando a resultado acima n+ 1 vezes obtemos

ûn+1(ξ) = (ρ(ξ))n+1û0(ξ) (3.21)

onde ρ(ξ) = 1

1+4R sin2 ξ
2

.

Agora, se escolhermos R de modo que |ρ(ξ)| < 1, teremos

∥ûn+1∥2 ≤ ∥û0∥2 (3.22)

Com esses resultados segue que escolhendo R de modo que | 1

1+4R sin2 ξ
2

| ≤ 1

poderemos fazer K = 1 e β = 0 em (3.6). Como todo valor que R puder

assumir satisfaz a inequação, conclúımos que o esquema (2.19) gerado no

método impĺıcito é incondicionalmente estável.
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3.4 Análise de von Neumann

Os esquemas anteriores também foram estudados segundo a análise da es-

tabilidade de Von Neumann, que consiste essencialmente em admitir soluções

na forma

un
k = ξneijkπ∆x (3.23)

A ideia neste caso é aproximar a função un(x) definida nos pontos x0, x1, ..., xL

por uma série de Fourier discreta

un(x) =

k0+θ∑
j−k0

cje
ijx

onde cj =
<f,ϕj>

<ϕj ,ϕj
, θ = 0 e k0 =

L
2
se L é par e θ = 1 e k0 =

L−1
2

se L é ı́mpar.

3.4.1 Equação de Convecção

Novamente faremos a análise nos esquemas montados a partir da equação

(1.2) para isso usaremos R = a∆t
∆x

.

FTFS

Aplicando (3.23) em (2.5) temos,

ξn+1eijkπ∆x = ξneijkπ∆x −R(ξneij(k+1)π∆x − ξneijkπ∆x) (3.24)

Simplificando por ξneijkπ∆x,

ξ = 1−R(eijπ∆x − 1)

assim
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ξ = 1 +R−R cos jπ∆x− iR sin jπ∆x (3.25)

Utilizando o valor encontrado em (3.25) para calcular |ξ|2 temos,

|ξ|2 = (1 +R−R cos jπ∆x)2 + (R sin jπ∆x)2

|ξ|2 = 1+2R+R2−2R cos jπ∆x−2R2 cos jπ∆x+R2 cos2 jπ∆x+R2 sin2 jπ∆x

|ξ|2 = 1 + 2R +R2 − 2R cos jπ∆x− 2R2 cos jπ∆x+R2

Fazendo |ξ| ≤ 1 para obtermos o critério de estabilidade, temos

1 + 2R +R2 − 2R cos jπ∆x− 2R2 cos jπ∆x+R2 ≤ 1

2R + 2R2 − 2R cos jπ∆x− 2R2 cos jπ∆x ≤ 0

2(R +R2)− 2 cos jπ∆x(R +R2) ≤ 0

Simplificando por 2 e colocando (R +R2) em evidencia

(1− cos jπ∆x)(R +R2) ≤ 0

Como (1−cos jπ∆x) é sempre positivo, para que a inequação seja verdadeira

R +R2 ≤ 0

Assim nossa condição de estabilidade é −1 ≤ R ≤ 0, coincidindo com o

encontrado anteriormente.

FTBS

Aplicando (3.23) em (2.8) temos,

ξn+1eijkπ∆x = ξneijkπ∆x −R(ξneijkπ∆x − ξneij(k−1)π∆x) (3.26)
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Simplificando por ξneijkπ∆x,

ξ = 1−R(1− e−ijπ∆x)

assim

ξ = 1−R +R cos jπ∆x− iR sin jπ∆x (3.27)

Utilizando o valor encontrado em (3.27) para calcular |ξ|2 temos,

|ξ|2 = (1−R +R cos jπ∆x)2 + (R sin jπ∆x)2

|ξ|2 = 1−2R+R2+2R cos jπ∆x−2R2 cos jπ∆x+R2 cos2 jπ∆x+R2 sin2 jπ∆x

|ξ|2 = 1− 2R +R2 + 2R cos jπ∆x− 2R2 cos jπ∆x+R2

Fazendo |ξ| ≤ 1 para obtermos o critério de estabilidade, temos

1− 2R +R2 + 2R cos jπ∆x− 2R2 cos jπ∆x+R2 ≤ 1

−2R + 2R2 + 2R cos jπ∆x− 2R2 cos jπ∆x ≤ 0

2(−R +R2) + 2 cos jπ∆x(R−R2) ≤ 0

Simplificando por 2 e colocando (R−R2) em evidencia

(1− cos jπ∆x)(R−R2) ≤ 0

Como (1−cos jπ∆x) é sempre positivo, para que a inequação seja verdadeira

R−R2 ≤ 0

Assim nossa condição de estabilidade é 0 ≤ R ≤ 1, coincidindo com o en-

contrado anteriormente, vemos graficamente ao distanciamento à solução real

quando aplicamos R fora da condição de estabilidade. Mostramos na figura

(Fig. 3.1) o que acontece quando não obedecemos a condição de estabilidade.
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Figura 3.1: Comparação entre a solução numérica e a solução anaĺıtica da

equação de convecção usando a técnica FTBS com 30 pontos no espaço em

duas condições: R = 1 e R = 1, 01

FTCS

Aplicando (3.23) em (2.11) temos,

ξn+1eijkπ∆x = ξneijkπ∆x − R

2
(ξneij(k+1)π∆x − ξneij(k−1)π∆x) (3.28)

Simplificando por ξneijkπ∆x,

ξ = 1− R

2
(eijπ∆x − e−ijπ∆x)

ξ = 1− R

2
(cos jπ∆x+ i sin jπ∆x− cos jπ∆x+ i sin jπ∆x)
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ξ = 1−Ri sin jπ∆x (3.29)

Utilizando o valor encontrado em (3.29) para calcular |ξ|2 temos,

|ξ|2 = (1)2 + (R sin jπ∆x)2

|ξ|2 = 1 +R2 sin2 jπ∆x

Fazendo |ξ| ≤ 1 para obtermos o critério de estabilidade, temos

1 +R2 sin2 jπ∆x ≤ 1

R2 sin2 jπ∆x ≤ 0

Como (sin2 jπ∆x) é sempre positivo, para que a inequação seja verdadeira

R2 ≤ 0

O que é imposśıvel, pois R ∈ IR e R ̸= 0, logo conclúımos novamente que

o esquema é incondicionalmente instável.

Lax-Wendroff

Aplicando (3.23) em (2.13) temos,

ξn+1eijkπ∆x = ξneijkπ∆x − R

2
(ξneij(k+1)π∆x − ξneij(k−1)π∆x)+

+
R2

2
(ξneij(k+1)π∆x − 2ξneijkπ∆x + ξneij(k−1)π∆x) (3.30)

Simplificando por ξneijkπ∆x,

ξ = 1− R

2
(eijπ∆x − e−ijπ∆x) +

R2

2
(eijπ∆x − 2 + e−ijπ∆x)
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ξ = 1− R

2
(cos jπ∆x+ i sin jπ∆x− cos jπ∆x+ i sin jπ∆x)−R2+

+
R2

2
(cos jπ∆x+ i sin jπ∆x+ cos jπ∆x− i sin jπ∆x)

ξ = 1−R2 − R

2
(2i sin jπ∆x) +

R2

2
(2 cos jπ∆x)

ξ = 1−R2 −Ri sin jπ∆x+R2 cos jπ∆x

Substituindo (cos jπ∆x) por (1− 2 sin2 jπ∆x
2

)

ξ = 1−R2 +R2

(
1− 2 sin2 jπ∆x

2

)
−Ri sin jπ∆x

ξ = 1−R2 +R2 − 2R2 sin2 jπ∆x

2
−Ri sin jπ∆x

ξ = 1− 2R2 sin2 jπ∆x

2
−Ri sin jπ∆x (3.31)

Utilizando o valor encontrado em (3.31) para calcular |ξ|2 temos,

|ξ|2 =
(
1− 2R2 sin2 jπ∆x

2

)2

+ (R sin jπ∆x)2

|ξ|2 = 1− 4R2 sin2 jπ∆x

2
+ 4R4 sin4 jπ∆x

2
+R2 sin2 jπ∆x

Substituindo (sin jπ∆x) por (2 sin jπ∆x
2

cos jπ∆x
2

)

|ξ|2 = 1− 4R2 sin2 jπ∆x

2
+ 4R4 sin4 jπ∆x

2
+R2(2 sin

jπ∆x

2
cos

jπ∆x

2
)2

|ξ|2 = 1− 4R2 sin2 jπ∆x

2
+ 4R4 sin4 jπ∆x

2
+ 4R2 sin2 jπ∆x

2
cos2

jπ∆x

2

|ξ|2 = 1− 4R2 sin2 jπ∆x

2
(1− cos2

jπ∆x

2
) + 4R4 sin4 jπ∆x

2

Substituindo (1− cos2 jπ∆x
2

) por
(
sin2 jπ∆x

2

)
|ξ|2 = 1− 4R2 sin4 jπ∆x

2
+ 4R4 sin4 jπ∆x

2
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Fazendo |ξ| ≤ 1 para obtermos o critério de estabilidade, temos

1− 4R2 sin4 jπ∆x

2
+ 4R4 sin4 jπ∆x

2
≤ 1

−4R2 sin4 jπ∆x

2
+ 4R4 sin4 jπ∆x

2
≤ 0

4 sin4 jπ∆x

2
(R4 −R2) ≤ 0

Como
(
4 sin4 jπ∆x

2

)
é sempre positivo, para que a inequação seja ver-

dadeira

(R4 −R2) ≤ 0

R2 ≤ 1

Extraindo a raiz de ambos os lados, conclúımos novamente que nosso

critério de estabilidade é |R| ≤ 1. Usando novamente o código em linguagem

C para representar graficamente, entretanto faremos dois gráficos, onde um

obedece a condição de estabilidade e o outro não (Fig. 3.2).

3.4.2 Equação do Calor

Novamente analisaremos os esquemas montados a partir de (1.3), para

isso usaremos R = α2∆t
∆x2 .

Método Expĺıcito

un+1
k = (1− 2R)un

k +R(un
k+1 + un

k−1)

Aplicando a transformada (3.23),

ξn+1eijkπ∆x = (1− 2R)ξneijkπ∆x +R(ξneij(k+1)π∆x + ξneij(k−1)π∆x)
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Figura 3.2: Comparação entre a solução numérica e a solução anaĺıtica da

equação de convecção usando Lax-Wendroff com 30 pontos no espaço em

duas condições: R = 1 e R = 1, 01

Simplificando por ξneijkπ∆x

ξ = (1− 2R) +R(eijπ∆x + e−ijπ∆x)

usando a fórmula de Euler

ξ = 1− 2R +R(cos jπ∆x+ i sin jπ∆x+ cos jπ∆x− i sin jπ∆x)

ξ = 1− 2R + 2R cos jπ∆x

substituindo cos a = 1− 2 sin2 a
2
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ξ = 1− 2R + 2R− 4R sin2 jπ∆x

2

ξ = 1− 4R sin2 jπ∆x

2

Fazendo |ξ| ≤ 1 para obtermos o critério de estabilidade, podemos reescrevê-

lo como −1 ≤ ξ ≤ 1

−1 ≤ 1− 4R sin2 jπ∆x

2
≤ 1

−2 ≤ −4R sin2 jπ∆x

2
≤ 0

0 ≤ 4R sin2 jπ∆x

2
≤ 2

0 ≤ R sin2 jπ∆x

2
≤ 1

2

Como sin2 jπ∆x
2

varia entre 0 e 1 determinamos que

0 ≤ R ≤ 1

2

Assim como hav́ıamos conclúıdo anteriormente. Usando novamente o

código em linguagem C para representar graficamente, entretanto faremos

dois gráficos, onde um obedece a condição de estabilidade e o outro não (Fig.

3.3).

Método Impĺıcito

−Run+1
k+1 + (1 + 2R)un+1

k −Run+1
k−1 = un

k
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Figura 3.3: Comparação entre a solução numérica e a solução anaĺıtica da

equação do calor usando a método expĺıcito com 30 pontos no espaço em

duas condições: R = 0, 45 e R = 0, 5175

Aplicando a transformada (3.23),

−Rξn+1eij(k+1)π∆x + (1 + 2R)ξn+1eijkπ∆x −Rξn+1eij(k−1)π∆x = ξneijkπ∆x

Simplificando por ξneijkπ∆x

−Rξeijπ∆ + (1 + 2R)ξ −Rξe−ijπ∆x = 1

ξ(−Reijπ∆ + 1 + 2R−Re−ijπ∆x) = 1

Aplicando a fórmula de Euler
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ξ(−R cos jπ∆x− iR sin jπ∆x+ 1 + 2R−R cos jπ∆x+ iR sin jπ∆x) = 1

ξ(−2R cos jπ∆x+ 1 + 2R) = 1

substituindo cos a = 1− 2 sin2 a
2

ξ

(
−2R + 4R sin2 jπ∆x

2
+ 1 + 2R

)
= 1

ξ

(
1 + 4R sin2 jπ∆x

2

)
= 1

ξ =
1

1 + 4R sin2 jπ∆x
2

Fazendo |ξ| ≤ 1 para obtermos o critério de estabilidade, podemos ree-

screvê-lo como −1 ≤ ξ ≤ 1

−1 ≤ 1

1 + 4R sin2 jπ∆x
2

≤ 1

−1− 4R sin2 jπ∆x

2
≤ 1 ≤ 1 + 4R sin2 jπ∆x

2

somando −1 + 4R sin2 jπ∆x
2

, temos

−2 ≤ 4R sin2 jπ∆x

2
≤ 8R sin2 jπ∆x

2

−1

2
≤ R sin2 jπ∆x

2
≤ 2R sin2 jπ∆x

2

Que será sempre verdade pois, R > 0 e sin2 jπ∆x
2

≥ 0, portanto conclúımos

novamente que o método impĺıcito é incondicionalmente estável.
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Considerações Finais

Ao final deste trabalho podemos concluir que existem ao menos duas boas

técnicas para a solução anaĺıtica de equações diferenciais parciais: o método

das caracteŕısticas para a equação de convecção e o método de separação

de variáveis para as equações do calor e da onda. No caṕıtulo 2 mostramos

o método numérico de diferenças finitas e suas formas de aproximar uma

equação, algumas aproximações mais precisas outras nem tanto. Entretanto,

a exemplo da método impĺıcito que graficamente possui uma solução menos

próxima a solução real que a o método expĺıcito, vimos posteriormente, no

caṕıtulo 3, que apenas esta se mantém estável em determinadas condições, já

que é incondicionalmente estável, enquanto o método expĺıcito é condicional-

mente estável. Podemos assim concluir que a qualidade da solução depende

também das condições em que o problema se configura.

Portanto conclúımos que o estudo de métodos numéricos é uma área muito

importante da matemática, pois nos dá soluções aproximadas para EDPs.

No nosso caso para equações que já conhećıamos a solução anaĺıtica, para

podermos analisar nossas técnicas de aproximação. Entretanto, podem ser

utilizadas em equações que ainda não possuem uma solução anaĺıtica. Por

fim conclúımos que métodos numéricos deveriam ser mais trabalhados com

os alunos, não restringindo-se apenas a TCCs e iniciações cient́ıficas.
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