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Resumo

Este trabalho apresenta duas técnicas para resolver algumas equacoes
diferenciais parciais, uma analitica e uma numérica aproximada. As solugoes
analiticas utilizam o método das caracteristicas e o método de separagao de
varidveis juntamente com as séries de Fourier. Para a solucao numérica
usamos o método de diferengas finitas, que se baseia na série de Taylor para
aproximar as derivadas e assim podermos aproximar as EDPs. Com esta
aproximacao e programacao em linguagem C' criamos codigos que calculam
a solucao aproximada e as representa graficamente. Por fim analisamos sobre
quais condicoes os métodos numéricos produzem aproximagoes estaveis.

Palavras-chave: EDP, Método das Caracteristicas, Séries de Fourier,

Diferencas Finitas, Estabilidade de von-Neumann.
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Introducao

Métodos numéricos para solucao de equacgoes diferenciais parciais con-
stituem uma &area de estudo importante tanto na Matematica quanto nas
ciéncias exatas de um modo geral. Em particular as engenharias tém forte
interesse em desenvolver técnicas computacionais para a solucao de seus
problemas. No curso de graduagao em Matematica da UFPA, em Belém,
o curriculo nao contempla nada sobre métodos numéricos, ficando os alunos
interessados nessa area restritos a orientagoes individuais dos professores de
trabalho de conclusao de curso ou de iniciagao cientifica, quando possivel. Foi
0 que ocorreu no caso deste trabalho, no qual os estudos foram desenvolvi-
dos a partir da orientacao de iniciacao cientifica oportunizada pelo projeto
Integrando a Amazonia, da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), nos
anos de 2012 e 2013.

Este trabalho de conclusao esta divido em trés capitulos. No capitulo
1, apresentamos um resumo tedrico sobre equacgoes as diferenciais parciais
elementares que trabalharemos, com énfase nas técnicas para a obtencao das
suas solucoes analiticas. No capitulo 2, desenvolvemos a discretizacao das
equacoes elementares usando o método de diferencas finitas. Neste capitulo
também sao mostrados os resultados obtidos a partir da implementacao com-
putacional em linguagem c de alguns métodos. No capitulo 3, fazemos o es-

tudo de estabilidade de alguns esquemas numéricos utilizando transformada



de Fourier discreta e o critério de von Neumann. Também neste capitulo,
os resultados obtidos a partir das implementagoes mostradas no capitulo 2
ilustram graficamente o que acontece ao nao se respeitar as condicoes de

estabilidade.



Capitulo 1

Solucoes Analiticas de EDPs

Uma equagao diferencial parcial(EDP) consiste em uma equagao cuja
solugao é uma funcao de mais de uma variavel e que envolve uma ou mais
derivadas dessa funcao solugao. Muitos fenomenos fisicos, como por exemplo,
a conducao do calor em uma barra, a vibragao de uma corda ou ainda o
movimento de fluidos sao modelados por EDPs.

Neste trabalho de conclusao de curso estamos especialmente interessados
nas equacoes diferenciais de convecgao, do calor e da onda, que apresentamos

a seguir.
e Equacao de convecgao:

u+au, =0, z€(0,L), t>0.

e Equagao do calor :

Uy = 0Uyy ,x € (0,L) > 0.

e Equacao da onda:

Uy = gy ,x € (0,L) ,t>0.



Quando impomos condigdes iniciais(CI) as equagoes temos um problema
de valor inicial. Se, além disso, impusermos condi¢oes de contorno, temos
um problema de valor inicial e de contorno.

Para a resolucao da equacao de conveccao usaremos o método das carac-
teristicas e para a solucao das equacoes do calor e da onda usamos a técnica

de separacao de variaveis juntamente com o estudo de Séries de Fourier.

1.1 Equacao de Conveccao

1.1.1 Introducao ao Método das Caracteristicas

Consideremos o seguinte problema de valor inicial,
EDP: a(x,t)u, +b(z,t)us + c(x,t)u=0 —oco<z<oo,t>0 (1L1)

CL u(z,0) =¢(r) —oo<z <00

A solucao para esta equacao estd baseada no fato fisico, da distribuicao
inicial em relagdo ao ponto x se propagar ao longo de uma linha (curva) no
plano x x t (chamada de caracteristica).

A idéia do método das caracteristicas parte em introduzir duas novas
coordenadas s e 7 (no lugar de z e t) com as seguintes propriedades:

s varia ao longo da curva caracteristica.

7 varia ao longo da condi¢ao inicial (¢ = 0).

Primeiro, consideremos a nova coordenada s. Se considerarmos s de forma

que (1.1) se torne a EDO

2—2 + c(x, t)u =0,



fica claro, que a questao torna-se encontrar essa curva caracteristica. Tomemos

a curva caracteristica {[z(s),#(s)];0 < S < oo} tal que

du dt
== a(xz,t) e i b(x,t),

com isto, fica claro que

W 2w — a0 0)
dS_ude UtdS_a$’ Uy Z,l)ut,

em outras palavras, ao longo da curva {[z(s),t(s)];0 < S < oo}, a EDP

origina uma EDO.

d
EDO: d_z + clz(s,7),t(s,T)Ju=0 0 < s < o0,

CL u(0) = f(7),

Perceba que substituimos também os valores de x e ¢t por termos de s e
T no coeficiente c.

Depois de resolver a EDO (com condi¢ao inicial), temos a solugao u(s, 7).
Agora mudemos a solugdo de s e 7 para x e t (a partir das mudangas de

varidveis do inicio) e encontraremos a solugao u(z,t).

1.1.2 Solucao da equacao de conveccao

Usaremos o método das caracteristicas para resolver a equacao de con-

veccao com condicao inicial e de contorno:

u+au, = 0, xze€(0,L),t>0, (1.2a)
uw(0,t) = wu(L,t), t>0, (1.2b)
u(z,0) = f(x), x€(0,L). (1.2¢)



Considerando o que foi descrito anteriormente, faremos uma mudanca de

varidvel da forma

ds ds

Resolvendo as equacoes temos

1 .0<s<o0.

r=as+c € t=s+cs.

Para calcular ¢; e ¢y fazemos p = 0, onde

z(0) =7, t(0) =0.

Portanto ¢; = 7 e ¢ = 0. Assim, nossa reta caracteristica é

r=as+7T e t=s.

Podemos eliminar s da equacao com

r—at=T.

Usando as novas coordenadas temos a seguinte EDO com condigao de

inicial

du
a0
u(0,7) = f(7)
Resolvendo a EDO
u(s, 7) = f(7).

Retornando as varidveis iniciais concluimos que



u(z,t) = f(x — at).

Assim, observamos que a solucao da equacao é constante ao longo da
curva caracteristica. KEssa propriedade é importante e deve ser levada em

consideracao no desenvolvimento de métodos numéricos.

1.2 Equacao do calor

1.2.1 Solucgao da equacao do calor

Considere uma barra retilinea, de se¢ao uniforme, homogénea de compri-

mento L (Fig.1.1).

Figura 1.1: Barra condutora.

Vamos supor que a superficie lateral desta barra esteja termicamente
isolada. Além disso vamos considerar que o comprimento desta barra seja
muito maior que o seu diametro, de modo que a temperatura em cada

secao transversal possa ser considerada constante. Nestas condi¢oes podemos



modelar a temperatura na posicao x e instante ¢ como uma funcao de duas
varidveis u(z,t) . Supondo definidas as temperaturas T} e Ty nas extremi-
dades da barra, a temperatura apés um determinado tempo ¢ na posi¢ao x

obedece a seguinte EDP,

Uy = ®uy , 2 € (0,L) ,t>0 (1.3a)
w(0,8) = Ty w(Lt) =Ty, t>0 (1.3b)
u(z,0) = f(z), x€(0,L) (1.3¢)

A solucao deste problema parte de um caso especifico, onde as condigoes
de contorno sao 77 =15 = 0.

O método que utilizaremos para resolucao da EDP 1.3a sera o de sepa-
ragao de variaveis. Neste método assumimos que solucao pode ser escrita

como produto de funcgoes de apenas uma variavel. Vamos supor

u(z,t) = X (x)T(t),Vx € [0, L],Vt > 0. (1.4)
Comparando com as condi¢oes de contorno temos
X(0)=X(L)=0. (1.5)

Caso contrario T'(t) seria nulo para todo t e terfamos a solugao trivial u(x,t) =

0 . Substituindo (1.4) em (1.3a) temos:
X(2)T'(t) = o> X" (2)T (1),

o que é equivalente a
LT'(t)  X"(xz)

2TE)  X@)

onde o é uma constante. O sinal negativo é introduzido por conveniéncia.

Obtemos assim duas equacoes diferenciais ordindrias:
X"(z)+oX(z) =0, (1.6)

8



T'(t) + 0a*T(t) = 0. (1.7)

Vamos resolver (1.6) considerando trés possibilidades para o: o < 0,

c=0,0>0.
Para o < 0 vamos considerar ¢ = —\? onde A > 0. Substituindo em (1.6)
obtemos

X"(z) — XX (z) =0,

cuja solucao geral é

(z) = c1e™ + cpe™7,

onde ¢; e ¢y sao constantes. Considerando (1.5) teremos apenas a solugao
trivial para o caso o < 0.

Se 0 = 0 a equagao (1.6) se reduz a
X"(z) =0,
cuja solucao geral é dada por
X(x) =1z + co.

Também neste caso teremos apenas a solucao trivial.
Para ¢ > 0 vamos considerar 0 = A* (A > 0). Substituindo em (1.6)

obtemos

X"(z) + XX (z) = 0.

Neste caso a solucao geral é dada por
X(x) = ¢ cos Az + cosin Ax.
Considerando a condigao (1.5) concluimos que

Xn(z) = sin? onden=1,2,3... (1.8)



A, = "% onde n =1,2,3...

n’n?

L2

Op —

onden =1,2,3... (1.9)

Assim, a equacao (1.7) assume a forma

n?m2a?
T'(t) + 72 T(t) =0,
que tem como solucao
n27r2042t
T,(t) = e< L2 ) onden=1,2,3... (1.10)
Portanto segue de (1.4) que
n27r2a2t
up(x,t) = < 12 )s.mm onde n =1,2,3...

Em particular, qualquer combinagao linear finita dessas solugoes parti-

culares também é solucao de (1.3), ou seja,

m
—n“r“t | NTX
u(z,t) = E cpe L2 sin—,

é solugao de (1.3) para qualquer m fixo. A solu¢ao ideal seria que o somatério

fosse ampliado para o infinito na forma:

ch 7nﬂﬂtsin?. (1.11)

Temos agora que mostrar que a série (1.11) converge e determinar quem
sao seus coeficientes ¢,.

Para satisfazer a condicao inicial devemos ter
. nmx
ch sin ——. (1.12)

Agora resta saber para que fungoes f(x) a série acima é convergente, o

que veremos na préxima secao.

10



1.2.2 Introducao as Séries de Fourier

A série (1.12) é um caso particular de uma série de Fourier, que tem

forma geral dada por

nmx
. b, —) 1.1
+ Z <a cos 20 4 b, sin 7 (1.13)

Os coeficientes a,, e b, sao chamados de coeficientes de Fourier e sua
determinacao esta relacionada com a funcao f.

Portanto uma questao central para a obtencao de solucao para a EDP
(1.3) é saber em que condigdes a série de Fourier é convergente. A resposta
para essa questao é dada pelo Teorema de Fourier (para mais detalhes veja
ref. [4] ):

Teorema de Fourier: Seja f : R — IR uma func¢ao seccionalmente dife-
rencidvel' e de periodo 2L. Entdo a série de Fourier da funcdo f, converge,

em cada ponto x, para 3[f(x +0) + f(z — 0)], isto €,

%[f(:z:—i—())—i—f(x— = —ao+2(ancos—+bnsinn—zx>,

onde usamos a notagao

flag +0) = lim, .+ f(z) , [fla; =0)=lim, - f(2).

Concluimos assim que a solucao (1.11) da equacao do calor (1.3) con-
verge apenas se a condigao inicial (1.3c) for seccionalmente diferenciavel. O

problema que encontramos agora é determinar o valor dos coeficientes.

luma funcdo f : R — R serd seccionalmente diferencidvel se f e f’ tém apenas um

numero finito de descontinuidades em qualquer intervalo limitado.

11



1.2.3 Determinacao dos coeficientes de Fourier

Se a fungao puder ser escrita como uma série de Fourier, termos agora
que determinar os coeficientes ag, a, € b,, n =1,2,3,--- .
Determinacao ay

Primeiramente integramos a igualdade (1.13) de —L até L.

L L
ao nmwx . NTT
/_L flz)de = — } d + E (an/ cos Td:c + b, /_L sin de),

usando,
L L
nmx nmT
/ cos —dxr = / sin —dx = 0,
_I L _I L
temos
L
/ f(z)dx = Lay,
-L
e portanto

1 L
= z/_L f(z)dx. (1.14)

Determinacao dos coeficientes a,,, m=1,2,---

Para encontrar o coeficiente a,, multiplicamos a igualdade (1.13) por

cos ™™ e integramos com relacao a x de —L até L.

L
mrz ,
f ) cos = — cos

+Z </ ancos%cos mL dx—l—/_Lbnsm?cos m;xdx)

Usando

L
/ cos @dm =0,
_L L

e as relacgoes de ortogonalidade

12



L nmTxr . mnx
cos —— sin i3 der =0sen,m>1;

-L
L nmx mmx L se n=m2>1
/ COS —— COS dr =
~L L L 0 se n#m,n,m>1
temos
/ f(x cos da: = La,,,

e portanto,

! / " rwyeos™ (119
== x) cos x. )

L), L

Determinacao dos coeficientes b,,, m=1,2,---

Para determinar o coeficiente b, multiplicamos a igualdade (1.13) por

mmnx

sSin T

e integramos com relagao a x de —L até L.

i T
f ) sin = — sm

—1—2 (/ ancos%msianﬂd —|—/Lbnsm$sinmzxdx),

usando

L
/ sin @d:ﬁ =0,
_I L

e as relacgoes de ortogonalidade

L nwr . mnr
cos — sin der =0sen,m>1;
_L L L

sin — sin dr =

/L . nTT | MmT Lse n=m2>1
—L L L 0se n#m,n,m>1

13



temos

L
/ f(x)sin mzxdx = Lb,,,
—L

e portanto
m

1 L
by = f/_L F(r)sin T (1.16)

Coeficientes na solucao geral da equacao do calor

Comparando a série (1.12) com a série de Fourier (1.13) observamos que

os coeficientes ¢, sao dados por

1 L
Cn = Z/Lf(x) sin?dw
Que s@o os coeficientes da solugao geral (1.11) da equagao (1.3a) com

condicao inicial dada por (1.3c).

1.3 Equacao da onda

1.3.1 Solugao da equagao da Onda

Considere uma corda com extremidades fixas, de comprimento L e uma
vibracao inicial (Fig. 1.2), por exemplo uma corda de um violao.

Considerando que sua espessura seja pequena o suficiente, podemos mode-
lar a vibragao da corda no ponto x e no instante ¢ como uma funcao de duas

variaveis u(x,t) que obedece a EDP

14



Figura 1.2: Corda vibrante

2

U = gy, €(0,1) >0 (1.17a)
w(0,8) = w(L,t)=0, t>0 (1.17h)
u(@,0) = f(z), x€(0,L) (1.17¢)
w(z,0) = g(x), z€(0,L) (1.17d)

Nesta equagao, como feito no caso da equagao do calor (1.3), usaremos
o método de separacao de variaveis e posteriormente as séries de Fourier.
Portanto, como explicado na se¢do 1.2.1, vamos procurar solugoes de (1.17)

na forma :

u(z,t) = X(x)T(t). (1.18)
Comparando com as condigoes de contorno (1.17b) temos
X(0) =X(L)=0. (1.19)

Caso contrario T'(t) = 0 para todo t e terfamos a solucao trivial u(z,t) =

0. Substituindo (1.18) em (1.17a) temos:
X(2)T"(t) = X" (2)T(t),
0 que é equivalente a

lT”(t) B X”(Z‘) .
2Tt  X(x)

15



onde o é uma constante. Obtemos assim duas equacoes diferenciais or-
dinérias:
X"(x) —oX(x) =0, (1.20)
T"(t) — oc®T(t) = 0. (1.21)

A resolugao de (1.20) é dada por (1.8), ou seja,

X(z) = sin ? onde n = 1,2, 3... (1.22)
2,2
o= —”LZ onde n = 1,2, 3... (1.23)

Assim, a equagdo (1.21) assume a forma

2.2 2
n°mec
T'(t) = =5 T() =0,
que tem como solucao
nmwct . nmct

T(t) = ay, cos < + by, sin (1.24)

L 7
onde a,, e b, sdo constantes arbitrarias. Portanto segue de (1.18) que
nmr nmct . nmx . nwct

u(x,t):ansinTcos 7 + n I —— sin —

Em particular, qualquer combinagao linear finita dessas solugoes particu-

lares também ¢ solugao de (1.17), ou seja,

o nmwx nmct nmwx nmct
u(z,t) = Z [an sinTcos 7 + b, sinTsin 7 }
n=1

é solucao de (1.17) para qualquer m fixo. Novamente a solugao ideal seria

que o somatério fosse ampliado para o infinito na forma:

+ by, sin —— sin (1.25)

> . nrx nmct . nwx . nmct
L L L

16



Considerando (1.25) e utilizando a condigao inicial (1.17¢) temos que

Zan sin @ (1.26)

Obtendo u;(z,t) a partir de (1.25) e utilizando a condicao inicial (1.17d)

obtemos

g(z) = ancb Sm? (1.27)

n=1
Assim, para que haja solu¢ao da equacdo da onda (1.17), as condigoes
iniciais (1.17¢) e (1.17d) devem poder ser escritas como as séries de Fourier
(1.26) e (1.27) respectivamente, em que os coeficientes de Fourier sdo dados

por

/ f(z sinm (1.28)

1 L nmnT
b, = — in —. 1.29
— _Lg(x) sin — (1.29)

17



Capitulo 2

Métodos numéricos para EDPs

Algumas EDPs nao possuem uma solugao analitica, para estes casos usa-
se uma aproximacao através de métodos numeéricos, que se inicia pela trans-
formacao do domino continuo em um dominio computacional onde posterior-
mente sao aproximadas as derivadas, transformando a EDP em uma equacao
algébrica na qual as varidveis sao as solugoes em cada ponto do dominio
discretizado. No presente trabalho fizemos aproximacoes das equacgoes uti-
lizando o método de diferencas finitas. Os resultados sao comparados com

as solucoes analiticas para observar se as técnicas sao eficientes.

2.1 O método de diferencas finitas

A resolucao numérica pelo método de diferencas finitas parte da dis-

cretizacao das equagoes no dominio espacial, em pontos de intervalo Ax =

(onde 7pq, + 1 é a quantidade de pontos no dominio espacial), e no
Zma:r

ty
nmax
de pontos no dominio temporal). Usaremos como notacao u(iAz,nAt) =

dominio temporal em intervalos At = (onde Nyper + 1 é a quantidade

u(zi, t,) = ul'. A ferramenta matemadtica utilizada para a discretizacao
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das equagoes ¢é a série de Taylor. Neste caso as EDPs sao substituidas
por expressoes algébricas que sao processadas computacionalmente. Estas
expressoes sao denominadas equacdo de diferencas finitas(EDF) e levam em
consideracao as condicoes iniciais e de contorno também discretizadas. Ao re-

solver a EDF obtemos uma solucao aproximada do problema em cada ponto.

2.1.1 Aproximacoes por diferencas finitas

Para a discretizacao das EDPs faremos a aproximacao das derivadas

através da série de Taylor dada por [5, 2] :

df (x) N (Az)* & f(x) N (Az)* & f(x)
dx 2! dx? 3! dx3

flz+ Az) = f(z) + (Ax) + ... (2.1)

Expandido em série de Taylor em torno de um ponto x,, obtemos, (usando

a notagao f(z,) = fn)

(Ax)® df

31 dx3|,
Assim podemos aproximar a derivada no ponto x,, por
(Ax)? df
30 da?| )

A esta aproximacao denominamos diferenca progressiva. O termo entre

(Az)* d&°f
21 da?|,

df

fn+1:fn+(Ax) % +

n

+ ...

ﬁ fn+1 fn |:_ (AZL’) d2f .
dx Az 2 da?|,

n

colchetes representa a distancia entre a solugao real e a solugao aproximada

para 3 df no ponto z,, e é denominado erro local de truncamento(ELT).

De forma anéloga,

df(z)  (Az)d*f(z) (A2)*df(z)

e, (2.2
dx 2! dx? 3! da3 +o (22)

flz = Az) = f(z) — (Az)

e portanto
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a
dx

_fa—famr | [(Az) 2| (Ax)® dPf
Az +{ 21 da?| 3l daB n_}

A esta aproximacao denominamos diferenca regressiva, cujo erro local de

- |

Utilizando as expansdes anteriores, podemos subtrair (2.2) de (2.1) ob-

n n

truncamento ¢ dado por

(Az) d*f
2! dz?

(Az)* d*f
31 da?

ELT:[

n

tendo

), (Ba) b

flx+ Azx) — f(z — Ax) = 2Ax I TR

Desta forma obtemos uma outra aproximacao para a derivada, dada por:

i e [<Aw>2 & ¥ ] |

dx 2Ax 3 dx3
A esta aproximacao denominamos diferenca centrada, cujo erro local de

Para obter uma aproximagao para a segunda derivada efetuamos a soma

de (2.1) com (2.2):

(Ax)! &
5 dxb

n n

truncamento ¢ dado por

Arx)? &f
3 da3

(Ax)* & f
51 dab

ELT = {(

n

Az)? d? Azt dt
flo+ Aa) 4 flo— ) = f(z) + 2 S TIO) BT
Portanto

d2f fn - fn + fn_
| = + L L L BLT,
com
(Az)? d'f
FELT = [—2 T @] ] .




Neste caso dizemos que o erro local de trucamento é da ordem Az? (
O(Ax?) ), para informar que o termo dominante em ELT é (Az)? Assim,

poderiamos escrever

d2f _ fn-i-l_fn_"fn—l
da?| (Ax)?

+ O(Az?).

De um modo geral, dizer que o erro é da ”ordem Az"”( O(Az™) ) significa

que existe uma constante K tal que

IELT| < KAz".

2.2 Solucao numérica da equacgao de Convecgao

Apresentaremos quatro esquemas de discretizagao da equagao de con-

vecgao (1.2):

e FTES (forward in time and forward in space): avan¢ado no tempo e

no espago;

e FTBS (forward in time and backward in space): avangado no tempo e

atrasado no espaco;

e FTCS (forward in time and central in space) : avangado no tempo e

centrado no espaco ;

e Lax-Wendroff.

2.2.1 FTFS - Avancado no Tempo e no Espaco

Nesta técnica as aproximacoes sao avancadas no espaco e no tempo.

ou(w;, tn) ultt — p
ot B o), (2.3)
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ou(x;,t,)  ui, —ui

= -+ 0(A 2.4
oz Ar T (Az), (2.4)
substituindo (2.3) e (2.4) em (1.2a)
uttt — un_H —un
: L= —a— ~ + O(Ax, At).
At “TAr T (A, A1)
Isolando u}""! e desconsiderando o erro local de truncamento, obtemos

u; = U — E(U?ﬂ —uy) (2.5)

2.2.2 FTBS - Avancado no Tempo e Atrasado no Espaco

Nesta técnica as aproximacao da derivada com relagao a = sera recuada,

enquanto a derivada com relagao a t serd aproximada de forma progressiva.

ou(zy,ty,)  ultt —ul

= - : At 2.

= o), (2.6
ou(z, t,)  ul —uly

= : A 2.

Z Iy O(aw), (2.7

substituindo (2.6) e (2.7) em (1.2a)

n+1 n n n
Y Uy — Ui

I v O(Az, At).

u

Isolando u?"! e desconsiderando o Erro Local de Truncamento, obtemos

il om alt

Uu; Uy — E(U? - U?—l) (2-8)

Durante o estudo ao relacionar a solucao aproximada e a curva carac-
teristica podemos perceber que os esquemas FTFS e FTBS servem para
a < 0 e a > 0 respectivamente, entao criamos um codigo em linguagem C

que utiliza o método correto a partir do valor de a representado na figura

(Fig. 2.1).
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1.2 T T T I
-~ solucao exata
solucao aproximada
1k 0--0-0-0-0 4
®-6-0-6-9
0.8 | ! | 1
0.6 | 4
)
5 |
04 '" i -1
02 F ! i 4
0.2 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.1: Comparagao entre a solugao numérica e a solucao analitica da

equacao de conveccao usando o esquema FTBS com 30 pontos no espago.

2.2.3 FTCS- Avancado no Tempo e Centrado no Espaco

Nesta técnica as aproximacao da derivada com relagao a x sera centrada,

enquanto a derivada com relacao a t continua progressiva.

ou(w;,t,)  ultt —up

=t L+ O(At 2.9
- 0, (29)

ou(z,ty,)  ulyy —ui
= - oA 2.10
Ox 2Az +O(Aw), (2.10)

substituindo (2.9) e (2.10) em (1.2a)
wrtt — oy un_H —ul
1 2 — 7 11— A A
A7 e+ O(Az, At)
Isolando u} e desconsiderando o erro local de truncamento, obtemos

upth = — m(uiﬂ — U ) (2.11)
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2.2.4 Lax-Wendroff

Esta técnica inicia derivando ambos os lados da equagao (1.2a) em relacao

at,

9 (Ou) _ 0 ( Ou
at\ot) "o\ %ox )

Assumindo que as derivadas mistas sao iguais invertemos sua ordem do

lado direito da equacao e substituimos o termo g—? por —a% de acordo com

(1.2a).

o*u d (0Ou 9] du ,0*u

Fazendo a expansao da série de Taylor em relacao ao tempo temos

ou At? (9% 5
u(z,t + At) = u(x, t) + At (E) + o1 (ﬁ) + O(At?).

Substituindo as derivadas de acordo com (1.2a) e (2.12) e desconsiderando

o erro local de truncamento obtemos

ou At? [ ,0%u
u(z,t + At) = u(x,t) + At (—a%) + - (a @) :

Aplicando as aproximacoes centrais nas derivadas em x temos

n n 2 2 n n n
+1_,n Uipy — Uiy a”At (il — 2uf +uy
ul " = u — alt ( AL ) + 5 p (2.13)

A principal vantagem desta aproximagao em relacao a FTFS e FTBS,
consiste que ela resolve aproximadamente para qualquer valor de a. A figura
(Fig. 2.2) mostra o grafico gerado pelo codigo em linguagem C que foi criado
para aproximar a equacgao através do método de Lax-Wendroff comparando

com a solucao encontrada na forma analitica.
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t=1s

1.2 T T T I
-~ solucao exata
solucao aproximada
1k 0--0-0-0-0 ]
®-6-0-6-9
08 ! | 1
0.6 | ]
)
=}
0.4 F ! i -
0.2 | ! i -
-0.2 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.2: Comparagao entre a solugao numérica e a solucao analitica da

equacao de conveccao usando Lax Wendroff com 30 pontos no espaco.
2.3 Solucao numérica da equacao calor

Para a solucao numérica da equacao do calor a série de Taylor sera
utilizada para a aproximacao das derivadas e montagem do esquema de
diferencas finitas, tal montagem sera feita por dois métodos: Método explicito

e método implicito.

2.3.1 Método Explicito

O método explicito consiste na aproximacao das derivadas no tempo %,

com diferenca progressiva na aproximacao da derivada temporal.
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ou(w;,t,)  ut —u?

= L+ O(At 2.14
- o), (214)
Pulwy,ty,)  uly — 2ul +uf
P L=+ O(Ar? 2.15
Ox? Az? +O(Az7), (2.15)
substituindo (2.14) e (2.15) em (1.3a)
Mt — JUMy — 2ul + Ul
: L= : - =L+ O(A? Ab).
At “ Az? +O(Az, AL
Isolando u}" e desconsiderando o erro local de truncamento, obtemos
. A\ . aPAt, .
U, +1 _ (1 -2 AmQ ) Uu, + A—ﬁ(uﬂ_l + ui_l) (216)

Ao determinarmos a aproximacao pelo método explicito pudemos criar
um codigo em linguagem C que a reproduz graficamente comparando com a

solugao analitica (Fig. 2.3).

2.3.2 Método Implicito

O método implicito consiste na aproximacao das derivadas no tempo ¢,

e diferenca regressiva na aproximagcao da derivada temporal.

0 iatn Py
U(xﬁt 1) _ U N o), (2.17)
Ou(xy, t, ulth — 2uf 4t
“(gxg n) _ Ui A t0(Ar), (2.18)
substituindo (2.17) e (2.18) em (1.3a)
ntl _oyn ntl oyt gt
Ui N Ui _ 2l ZZxQ Tt Ui + O(Az?, At).

Arrumando e desconsiderando o erro local de truncamento, obtemos

gz Vit ut = (2.19)

o? At a? At o’ At
n+1 n+1
14+2 P
* ( * Ax? > i Ax?
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t=0.1s

1.5e-07 . . . .
@_.Q @"o -0~ solucao exata
“‘O B solucao aproximada
teor} @ ¢ 1
5e-08 | ® ‘ .
S od | é 9
> K i N
C‘
-5e-08 | @ ,{‘ @ .
o i o]
1607 | o) o 7
0 &
-1.5e-07 L 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.3: Comparagao entre a solugao numérica e a solucao analitica da

equacao do calor usando o método explicito com 30 pontos no espaco.

Este método resultarda em um sistema de equacoes acopladas, que na

forma matricial é dado por

14+ 2R

Onde,R = a’At

Ax?

-R 0
-R 1+2R —-R
0 —-R 1+2R
0 0 —-R

—-R

1+2R

n+1

| Yrm—1

n+1

| Uin1 T Rupy
(2.20)

Esta equagao matricial pode ser resolvida pelo algoritmo de Thomas ([3]).
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Algoritmo de Thomas

O algoritmo de Thomas, também conhecido como TDMA, consiste em
uma técnica computacional para resolucao de sistemas de equagcoes na forma

Ax = r, onde A é uma matriz tridiagonal,

bl C1 0 0 T T1
(05} bQ Co tee 0 ) T2
= (2.21)
0 -+ any-1 byn-1 en—1 TN-1 'N-1
0o --- 0 an bN N N

A matriz A pode ser reescrita como o produto de duas matrizes bidiagonais

L e U, uma de banda superior e outra inferior respectivamente (eq. 2.22) ,

b1 C1 0 cee 0

a9 bg Co s 0

0 - an—1 bn-1 cn—1

0 0 an bN

(2.22)

B0 0 - 0 1 v 0 0
9 BQ 0 ce 0 0 1 Yo o 0
o --- QN_1 /BN—l 0 o ... 0 1 YN-1
0o .- 0 ay By 0O --- 0 0 1

Comparando os dois membros da equagao (2.22) concluimos que
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&1

B =b 7 =— (2.23)

P
Para: 2<i< N—-1: a;=a; [i=b—ayyi.1 vi= % (2.24)
any = an 5]\[ = bN — AN YN-1 (225)

Com essa mudanca de matrizes Ar =r = (LU)x =r = L(Ux) =r = Ls =

r, onde s serd uma matriz de apenas uma coluna, que contém nossas novas

incognitas s;.

A

(%)

0
0

0
Do

anN—1

0

Bn-1

an

Podemos resolver s da forma:

0
B

Para 1 =2,3,.... N—1,N:

S1

S2

SN-1

SN

S1

Si

r1

A

Ty — O4Si—1

rl
r2

N-1

N

Bi

calculados os valores de s resolvemos outra equagao Ux = s

por fim calculamos entao os valores de x

7 0
L
0
0
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X2

TN-1

TN

S1

52

SN-1

SN

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)



rN = SN (230)

Para i=N—-1,N—-2,...,2,1: x;, = 8 —YTii1 (2.31)

resolvendo entao o sistema.
Para realizagao das operagoes do algoritmo de Thomas (TDMA) criamos
um cédigo em linguagem C' que nos gera a solugao aproximada, representada

juntamente com a solucao analitica na Fig. 2.4.

t=0.1s
le-06 T T T

I
-~ solucao exata
solucao aproximada

8e-07 |
6e-07 | .
407 | 4 @O,
2007 | o'f o

[}

u(x)
o
o
L2

PN

>

-2e-07 | G "Q‘

-4e-07 | ~o-©
-6e-07 -

-8e-07 | E

-1e-06 L L L .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.4: Comparacao entre a solucao numérica e a solucao analitica da

equacao do calor usando o método implicito com 30 pontos no espaco.
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2.4 Solucao numérica da equacao da onda

A série de Taylor serd utilizada novamente para a aproximacao das derivadas

e montagem do esquema de diferencas finitas.

Puzity)  wl — 2ul 4 ul ,
o1 = INE + O(At?), (2.32)
Pu(w,t,)  uly —2ul +uf
29 S 1 7 A 2 2.
o IS oA, (2.33)

substituindo (2.32) e (2.33) em (1.17a)

-1
ultt — 2ul 4l S Uy — 2ul + ult
=c

INE = N L+ 0(A2? A

Isolando o termo u"Jrl e desconsiderando e erro local de truncamento.

AN

”“ = 2ul + AmQ(ZH ul +ult ) —ul !

(]

Esta discretizacao possui um problema, pois para n = 0 ¢é exigido o valor
do ponto u; '. Para resolver este problema utilizaremos a segunda condicao

inicial.

uy(z,0) = g(x)

Tomando a aproximacao centrada no tempo.

urH'l — un_l
9 14 = — :
(i, tn) 2At
Fazendo ¢t =0
ul — u._l
i 0) = I
(i, 0) 2At

9(@:) = gi = ToAL
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2At(g;) = up — u;?
u = u; — 2At(g;)

Portanto paran =0

U; = 2U/z + W(UPA — 2U1 + uifl) —u; + 2At(gz>
A
uf = uf + TN (ugyq — 2uf +uf_,) + At(g;)

E assim resolvemos o problema. Comparando graficamente temos (Fig. 2.5)

t=1s
T T T I
-©- solucao exata
Eqg. Onda
04 F
66
© e
@" )
02} o o .
@ )
= 4 |
z o¢ <] 4
Q .
0.2 F O 4
B, £
o, 8
. o8
0.4 ©-0.09
L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.5: Comparacao entre a solucao numérica e a solucao analitica da

equagao da onda com 30 pontos no espaco
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Capitulo 3

Analise de Estabilidade

3.1 Introducao

Ao estudarmos métodos numéricos buscamos que a solucao da equacgao
de diferencas finitas se aproxime a solugao da equacao diferencial parcial
que ela descreve, quando tal fenomeno ocorre dizemos que a equacgao de
diferengas finitas converge. Neste capitulo apresentaremos formalmente a
definicao de convergencia e também duas defini¢oes que a auxiliaram, con-
sisténcia e estabilidade. Por fim estudaremos a estabilidade dos esquemas

numéricos propostos no capitulo anterior.

3.1.1 Consiténcia

Um esquema de diferencas finitas é consistente se descrever exatamente
a equagao diferencial parcial desejada, para determinarmos se uma equagao
de diferencgas finitas é consistente fazemos a expansao em serie de Taylor dos
pontos da equacao em relacao ao ponto u e aplicamos o limite com At e
Az tendendo a zero. Por exemplo a discretizacao de Lax-Wendroff para a

equacao de conveccao é dada por:
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noo—ul AL (ul — 2ul +ul
n+1 . At uz—i—l Ui q a i+1 i i—1 ) 3.1
i e < 2Ax * 2 Ax? (3:1)

Aplicando a série de Taylor

ot

n A _gm 4 At L O(AL3
u?+At@+O(At2)=u?—aAt<ul+ o UlQZ:U 75 + O x>>+

a?A [l + Ardt — 2up + uf — A2t + AIL‘ng—Z + O(Az?) 39
+ 2 Ax? - (32)
Simplificando,

ou ou  a*At d%u ) )
5 = Y% +— 2y + O(At) + O(Az?) + O(AtAz?). (3.3)
Aplicando o limite com At e Az tendendo a 0 temos,
Ju ou
27— g2 4
ot e (34)

Portanto o esquema é consistente com a equacao de conveccao.

3.1.2 Convergéncia

Como dito, durante o estudo de métodos numéricos buscamos que a
solugao aproximada convirja para a solucao da equacao diferencial parcial,
quando isso ocorre denominamos que o esquema é convergente, na forma
matematica:

Definimos uma particao no intervalo, com uma distribui¢ao uniforme de
pontos da malhas por um incremento Az. Vamos considerar uma sequen-

cia {Az;},j = 1,2,... tal que Az — 0 quando j — oo. X, denota um
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espaco linear normado de diferenca finita contendo a solucao associada com
o incremento Az, e denotamos a norma de X; por ||.||;.

Um esquema de diferencas que aproxima um problema de valor inicial e
de contorno continuo, é convergente no tempo t se para toda sequencia de

particoes {Ax;}, com (n+ 1)At — t,

Ju" = v, =0

com j — oo e At — 0.

3.1.3 O teorema de equivaléncia de Lax

Além da forma proposta anteriormente, existe outra forma de determi-
narmos se um esquema de diferencas finitas é convergente, é o teorema de
equivaléncia de Lax, tal teorema utiliza a definicao de estabilidade que sera
apresentada posteriormente.

TEOREMA DE EQUIVALENCIA DE LAX: Um esquema de diferencas

consistente € convergente se, e somente se, este € estdvel.

3.2 Estabilidade

Assumiremos que os esquemas de diferencas finitas trabalhados até agora
sao todos consistentes, para determinarmos se estes sao convergentes, analis-
aremos se sao estaveis. A idéia da estabilidade esta relacionada a ampliacao
ou anulacao de erros de arredondamentos e de aproximacoes, quando um
esquema anula tais erros nao afetando a solugao dizemos que o esquema é
estavel, entretanto quando tais erros sao ampliados fazendo a solucao diver-
gir da solugao real (denomina-se explodir a soluc¢ao) dizemos que o esquema

é instavel. Os esquemas sao divididos em trés grupos quando analisamos a
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estabilidade:

e Condicionalmente estavel: o esquema é dito condicionalmente estdvel

se este for estavel para condigdes especificas (parametros da malha).

e Incondicionalmente estavel: o esquema se mantém estavel sobre quais-

quer condicoes é denominado incondicionalmente estdvel.

e Incondicionalmente instavel: o esquema se mantém instavel sobre quais-

quer condicoes é denominado incondicionalmente instdvel.

Faremos agora a andlise da estabilidade de alguns esquemas expostos
anteriormente, afim de classificd-los como condicionalmente estavel, incondi-
cionalmente estavel ou incondicionalmente instdavel. Em especifico no caso

de condicionalmente estavel determinaremos as condicoes de estabilidade.

3.3 Analise de estabilidade a partir da trans-
formada de Fourier discreta.

Vamos considerar o estudo de esquemas numéricos que podem ser escritos

CO110

u"l =Qu", n>0, (3.5)

[e.e]
em que usamos os conjuntos £y = {u = (-, u_1,up,ug, )7 E lug|? < oo}.
k=—o00
Dizemos que o esquema (3.5) é estdvel em relagdo a norma || - || se

existirem constantes positivas Azy e Aty e constantes nao negativas K e 3
tais que

[l < Ke [’ (3.6)

para 0 <t = (n+1)At, 0 < Az < Azge 0 < At < Aty
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A analise de estabilidade dos esquemas numéricos foi feita primeiramente
considerando os problemas como problemas de valor inicial. Desse modo a
técnica utilizada foi a transformada de Fourier discreta de u € /5, que é a

fungao @ € Ly|—m, 7] definida por

W) = —— > e uy, (3.7)

para £ € [—m,7]. Onde
Ly(R) = {v :R—C: / lv(z)|2dz < oo}
R

A utilizacdo de (3.7) juntamente com a identidade de Parseval, ||dl|s =

||ul|2, nos fornece as condigdes necesséarias para o estudo da estabilidade.

3.3.1 Equacao de Conveccgao

Faremos a anédlise nos esquemas montados a partir da equagao (1.2) para

aAt

isso usaremos R = s
X

FTFS

Aplicando (3.7) em (2.5) temos,

a"tt = 4" — R(a"e® — a")

4"t =[1 — R(e® — 1)]a"

aplicando a formula de Euler

0" (¢) = (1+ R — Rcos& — iRsin)a"(€)
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Aplicando a resultado acima n + 1 vezes obtemos

@t (E) = (p(e)" ()

onde p(§) =1+ R — Rcosé —iRsiné.

Agora, se escolhermos R de modo que [p(£)]? < 1= |p(£)] < 1, teremos

™l < 1|2 (3:8)

Com esses resultados segue que escolhendo R de modo que |1 + R —
Rcos& —iRsiné)? < 1 poderemos fazer K = 1 e 8 =0 em (3.6). Assim,
concluimos que o esquema ¢é condicionalmente estavel e a condigao necessaria

para a estabilidade do esquema (2.5) é

~1<R<0 (3.9)

FTBS

Aplicando (3.7) em (2.8) temos,

A"t = 0" — R(0" — a"e ™)

Colocando 4™ em evidencia,

"t =1 — R(1 — e ®)]a"

Aplicando a férmula de Euler

an+1(£) =(1— R+ Rcos§ —iRsin&)u"(§)

Aplicando a resultado acima n + 1 vezes obtemos
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it (E) = (p(e)" ()

onde p(§) =1— R+ Rcos& —iRsin¢.

Agora, se escolhermos R de modo que |p(£)]? < 1= |p(£)] < 1, teremos

@™ 2 < [|12°]]

(3.10)

Com esses resultados segue que escolhendo R de modo que |1 — R +

Rcosé —iRsiné|* < 1 poderemos fazer K = 1 e 3 = 0 em (3.6). Assim,

concluimos que o esquema é condicionalmente estavel e a condicao necesséria

para a estabilidade do esquema (2.8) é

0<R<1

FTCS

Aplicando (3.7) em (2.11) temos,

2

,lln+1 _ |:_R <1€i§ ; €_i§):| an

aplicando a formula de Euler

~n i€ ~n ,—i€
. . u"e’ —u"e
"t =4" — R (—)

ani(e) = [1 _ R (cosf—l—isinf;cosf—i—ising)} (&)

4" (€) = (1 — iRsin&)a™(€)

Aplicando a resultado acima n + 1 vezes obtemos
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W E) = (p(&)" T (€)
onde p(§) =1 —iRsin&.

Agora, se escolhermos R de modo que [p(€)]? <1 = |p(€)] < 1, teremos

™l < [la° (3.12)

Com esses resultados segue que escolhendo R de modo que [1—iRsin&|* <
1 poderemos fazer K =1e =0 em (3.6). Assim, uma condi¢ao necesséria

para a estabilidade do esquema (2.11) é

R=0 (3.13)

Entretanto R = ‘Z—A;, ou seja, nunca pode ser 0, portanto o esquema (2.11)

é incondicionalmente instavel.

Lax-Wendroff

Aplicando (3.7) em (2.13) temos,

~n+1 ~n R ~n i€ ~n _—i€ R2 ~n i€ ~n ~n _—i€
"t =a —5( e’ —u"e )+7(ue — 24" +10"e™") (3.14)

R . , R? . .
ot = {1 - E(ezg —e7) + 7(615 — 24 ) a"

Aplicando a férmula de Euler

2

ot = ll — g(cosf—l—isinf—cosg—kisinf) — R*+ R?(cosf—i—isinf—i—cosf —isiné)| a”

2
ol — [1 _R2_ g(m sinf) + %(2 cosf) u"
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0" = (1 — R* —iRsin& + R*cos &)0"

Substituindo (cos€) por (1 — 2sin? %)

Wt =(1-R+ R (1 — 2sin® g) — iRsin&)a"

"t (€) = (1 — 2R?sin’ g — iRsin )" ()

Aplicando a resultado acima n + 1 vezes obtemos

@t (€) = (p()" ()

onde p(§) =1 — 2R?*sin*§ — iRsin¢.

Agora, se escolhermos R de modo que |p(£)]? < 1= |p(£)] < 1, teremos

[l < [la° (3.15)

Com esses resultados segue que escolhendo R de modo que |1—2R? sin? g—
iRsin&|? < 1 poderemos fazer K =1 e =0 em (3.6). Assim, concluimos
que o esquema ¢ condicionalmente estavel e a condigao necessaria para a

estabilidade do esquema (2.8) é
Rl <1

3.3.2 Equacao do Calor

Analisaremos a partir de agora os esquemas montados a partir de (1.3),

o2 At
Az?

para isso usaremos R =

Método Explicito

Aplicando (3.7) no esquema (2.16) resulta em
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4" = (1= 2R)4™ + R(0"e™ + 0"e™™)

usando a férmula de Euler

" =1 — 2R+ R(cos& +isiné + cos& — isiné)]a”

0" = (1 - 2R+ 2R cos&)a"

substituindo cosa = 1 — 2sin? %

4" = (1 — 2R + 2R — 4Rsin g)a”

4"t (&) = (1 — 4Rsin® g)a"(g) (3.16)

Aplicando a resultado acima n + 1 vezes obtemos

@t (E) = (p()" () (3.17)

onde p(¢) = 1 — 4R sin? g

Agora, se escolhermos R de modo que |p(&)| < 1, teremos

[l < [la° (3.18)

Com esses resultados segue que escolhendo R de modo que |1 —4R sin? g\ <1
poderemos fazer K =1 e =0 em (3.6). Assim, concluimos que o esquema
(2.16) gerado no método explicito é condicionalmente estével e a condigao

necessaria para a estabilidade é

<
L

R=

INA
N | —

(3.19)

P
&M
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Método Implicito

Aplicando (3.7) no esquema (2.19) resulta em

—Ra"Me® + (1 +2R)0"™ — Ra" e = 4"

usando a férmula de Euler

[1+2R — R(cos¢ +isiné + cos& — isin&)]a™t = 4"

(14 2R —2Rcos&)a"t! = 0" =

substituindo cosa = 1 — 2sin? 5
1+ 2R — 2R + 4Rsin® § vt =
2

@ = ———— (9 (3.20)
1+ 4R sin? 5

Aplicando a resultado acima n + 1 vezes obtemos

@t (E) = (p() "’ (©) (3.21)

onde p(§) =

1+4Rsin® §
Agora, se escolhermos R de modo que |p(§)] < 1, teremos

™l < [la° (3.22)

Com esses resultados segue que escolhendo R de modo que ]m] <1
1n bl

poderemos fazer K = 1 e = 0 em (3.6). Como todo valor que R puder

assumir satisfaz a inequac@o, concluimos que o esquema (2.19) gerado no

método implicito é incondicionalmente estavel.
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3.4 Analise de von Neumann

Os esquemas anteriores também foram estudados segundo a andlise da es-
tabilidade de Von Neumann, que consiste essencialmente em admitir solucoes

na forma

up = gnelikmae (3.23)

A ideia neste caso é aproximar a funcao u"(x) definida nos pontos xg, 1, ..., r,

por uma série de Fourier discreta

ko+6
n _ i
u(x)—g cje
J—ko
<fb;> . _ L.
ondecj:<};‘?]¢A,9:Oek0:éseLepare@zlekgz%se[jeunpar.
VRG]

3.4.1 Equacao de Conveccao

Novamente faremos a analise nos esquemas montados a partir da equagao

alAt

(1.2) para isso usaremos R = .

FTFS

Aplicando (3.23) em (2.5) temos,

gn—l—leijkwAa: — gneijkTrAw . R(gneij(k—i—l)TrAw . gneijkTrAz) (324)

Simplificando por £"eikmAT

£ =1— R(e7™ — 1)

assim
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§=1+R— RcosjmAx — iRsin jrAx (3.25)

Utilizando o valor encontrado em (3.25) para calcular |£|? temos,

€ = (1 + R — Rcos jnAz)* + (Rsin jrAxz)?
|€|2 = 14+2R+R?*—2R cos jrAzx—2R? cos jrAx+R? cos? jmAz+R? sin? jr Az
1€ =1+ 2R + R? — 2Rcos jmAx — 2R? cos jmAx + R?

Fazendo [¢| < 1 para obtermos o critério de estabilidade, temos

1+ 2R+ R?> — 2R cos jtAz — 2R?* cos jtAz + R* < 1
2R + 2R? — 2R cos jmAx — 2R*cos jmAx < 0
2(R+ R*) —2cos jrAx(R + R*) <0

Simplificando por 2 e colocando (R + R?) em evidencia

(1 — cos jmAz)(R+ R?) <0

Como (1—cos jmAx) é sempre positivo, para que a inequacao seja verdadeira

R+ R*<0

Assim nossa condicao de estabilidade é —1 < R < 0, coincidindo com o

encontrado anteriormente.

FTBS

Aplicando (3.23) em (2.8) temos,

gn—i—leijkﬂA:c _ gneijkwa o R(gneijkﬂrAac _ éneij(k—l)wAw) (326)
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Simplificando por £neFTAz

g —1— R(l . e—ijWAx)
assim
§€=1— R+ RcosjrAx —iRsin jrAx (3.27)

Utilizando o valor encontrado em (3.27) para calcular |£|? temos,

€] = (1 = R+ Rcos jrAx)? + (Rsin jrAx)?
€* = 1-2R+R*4+-2R cos jtAr—2R? cos jmAx+R? cos® jrAx+R*sin? jrAx
1€ =1 — 2R + R? 4+ 2R cos jmAx — 2R? cos jmAx + R?

Fazendo [£| < 1 para obtermos o critério de estabilidade, temos

1 —2R+ R? 4+ 2Rcos jrAx — 2R*cos jmrAx + R* < 1
—2R 4 2R* + 2R cos jtAx — 2R* cos jmAz < 0
2(—R + R?) + 2cos jrAx(R — R?*) <0

Simplificando por 2 e colocando (R — R?) em evidencia

(1 — cos jrAr)(R— R*) <0

Como (1—cos jwrAz) é sempre positivo, para que a inequagao seja verdadeira

R—R2<0

Assim nossa condicao de estabilidade é 0 < R < 1, coincidindo com o en-
contrado anteriormente, vemos graficamente ao distanciamento a solugao real
quando aplicamos R fora da condigao de estabilidade. Mostramos na figura

(Fig. 3.1) o que acontece quando nao obedecemos a condigao de estabilidade.
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Figura 3.1: Comparagao entre a solugao numérica e a solucao analitica da

equagao de conveccao usando a técnica FTBS com 30 pontos no espaco em

duas condigoes: R=1e¢ R=1,01

FTCS

Aplicando (3.23) em (2.11) temos,

£n+1ez]k7rAa: — gnez]kﬂ'Aaz .

Simplificando por £neiFrar

R
E=1- E(COSjWAZE + isin jmAx — cos jrAx + isin jrAx)

E (é-neij(k+1)7rAx . gneij(kfl)frA:r)

2

R (eijﬂ'Ax
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£ =1— RisinjnAzx (3.29)

Utilizando o valor encontrado em (3.29) para calcular |£]? temos,

€]* = (1)* + (Rsin jrAz)?
€] =1+ R?*sin® jrAx

Fazendo [¢| < 1 para obtermos o critério de estabilidade, temos

1+ R%*sin? jrAz < 1
R%sin? jrAz <0

Como (sin2 jmAx) é sempre positivo, para que a inequagao seja verdadeira

R2<0

O que é impossivel, pois R € IR e R # 0, logo concluimos novamente que

0 esquema ¢ incondicionalmente instavel.

Lax-Wendroff

Aplicando (3.23) em (2.13) temos,

é-nJrl ijkmAr __ é-n ijkrAx <€n ij(k+1)mAx é-n ij(k—1) ﬂ'A.’E)+
2
_’_%(gneij(k—ﬁ—l)ﬂA:v . 2§n6ijk7rA;r + gneij(k—l)wa) (330)

Simplificando por £nekmAr

§ -1 5<€zj7rAz i e—z]wAm) + 7(€zg7rAx — 24 e—zgwAr)
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R
E=1- E(cosjﬂAaf; +isin jr Az — cos jrAx + isin jrAr) — R+

RQ
—|—7(COSj7TAl‘ + isin jTrAx + cos jrAx — isin jrAx)

R R?
E=1-R— 5(21' sin jrAz) + 7(2 cos jTAT)
¢ =1— R?> — Risin jnrAz + R?cos jrAx

Substituindo (cos jrAx) por (1 — 2sin? j—ﬂgm>

A
£=1-R*+ R? (1—2sin?*77T “T)—stmij
iTA
£=1- R+ R?—2R*sin? 2"2% _ RisinjrAx
iTA
£=1-2R*sin? =" _ RisinjrAx (3.31)

Utilizando o valor encontrado em (3.31) para calcular [£]? temos,

AL 2
1€ = (1 — 2R*sin® JWT$> + (Rsin jrAx)?

JmAx

A
€] = 1 — 4R*sin® + 4R*sin* ‘% + R?sin® jrAw

Az JrAx
5 cos E)

Substituindo (sin jrAz) por (2sin

£ = 1 — 4R?sin® —— JTAT | Rt sint QA + R*(2si MQAJC cos jﬂgAxp
€] =1 — 4R?sin® 2 JTAT + 4RYsin 4 JrAx L AR?s 2]772A$CO82jW2A$
€]? =1 — 4R sin® jﬂA‘T(l — cog? jWAflf) 1 AR sind jmAx
Substituindo (1 — cos® £%2%) por (sin2 ﬁr%)
€] =1 —4R?sin’ 1 JTAT TAz + AR*sin 4 JTAw
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Fazendo [£| < 1 para obtermos o critério de estabilidade, temos

4R it 72T |y ptint 7T
A A
—4R?sin* ]WTQS + 4R*sin* JT2T <0
TN
4sin* T2 (RS R <0

2

4 jrAz\ 4 e : = .
T) € sempre positivo, para que a mequacao seja ver-

Como (4 sin

dadeira

(R* —R*) <0
R*<1
Extraindo a raiz de ambos os lados, concluimos novamente que nosso
critério de estabilidade é |R| < 1. Usando novamente o c6digo em linguagem

(' para representar graficamente, entretanto faremos dois graficos, onde um

obedece a condicao de estabilidade e o outro nao (Fig. 3.2).

3.4.2 Equacao do Calor

Novamente analisaremos os esquemas montados a partir de (1.3), para

o? At
Ax? -

isso usaremos R =

Método Explicito

upt™ = (1= 2R)uj + R(upy + uj_y)

Aplicando a transformada (3.23),

Sn—i—leijkﬂrAx _ (1 . QR)é-neijkwAac + R(gneij(k-&—l)ﬂAx + gneij(k—l)wA:L‘)

50



t=1s

T T T I
o) -~ solucao exata
5r ; O~ r=1.01 '
r=1.0
Q
5 . DR-0-0-0 i
' cgeeee
o}
z 05 1
=)
1%
b-6-0-0-0-00-0-0-0-0-0-0609
-05 F @ E
L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.2: Comparagao entre a solugao numérica e a solucao analitica da
equagao de conveccao usando Lax-Wendroff com 30 pontos no espaco em

duas condigoes: R=1e¢ R=1,01

Simplificando por £neihmAz

€= (1 —2R) + R(e"9™AT 4 ¢mAT)

usando a férmula de Euler

£ =1-2R+ R(cos jmAz + isin jmAx 4 cos jmrAx — isin jrAx)

E=1—2R+2RcosjmAx
substituindo cosa = 1 — 2 sin?

a
2

ol



o JTAT

¢ =1-2R+ 2R —4Rsin

A
¢ =1— 4Rsin’ j—”2 &

Fazendo |£| < 1 para obtermos o critério de estabilidade, podemos reescrevé-
locomo —1<¢<1

o JTAT

—1<1-—4Rsin <1

—2 < —4Rsin? jTAr

<0

o JTAT

0 <4Rsin <2

OSRSin2w§%

. N . .
Como sin? % varia entre 0 e 1 determinamos que

0<R<

N | —

Assim como haviamos concluido anteriormente. Usando novamente o
cédigo em linguagem C para representar graficamente, entretanto faremos
dois graficos, onde um obedece a condigao de estabilidade e o outro nao (Fig.

3.3).

Método Implicito

—Rult 4+ (1 + 2R)up™ — Ruty = uj!
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Figura 3.3: Comparagao entre a solugao numérica e a solucao analitica da
equacao do calor usando a método explicito com 30 pontos no espaco em

duas condigoes: R =0,45e R=0,5175

Aplicando a transformada (3.23),

_Ré-n—kleij(k—f—l)wAac + (1 + 2R)€n+16ijkﬂ'Az . R§n+1€ij(k—1)7rAa: _ é-neijlmrAac

Simplificando por £"ekmAe

—RET™ 4 (1 +2R)€ — Rée ™A% —

§(—=ReV™ 4+ 14 2R — Re™™8%) = 1

Aplicando a férmula de Euler
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E(—RcosjrAx —iRsin jrAx + 1+ 2R — Rcos jmAx + iRsin jrAzx) = 1

§(—2RcosjrAx +1+4+2R) =1
substituindo cosa = 1 — 2 sin?

a
2

J

A
g(—zR+4Rsm2 WQ ’ +1—|—2R> —1

(1 amaw 222

1
1 —|—4Rsin2j7r%

§

Fazendo || < 1 para obtermos o critério de estabilidade, podemos ree-

screvée-lo como —1 < ¢ <1

1
o 1+4Rsin2j”% o

iTA A
1 —4Rrsin? "2 <1 <14 4Rsin? 127
somando —1+4Rsin2j7r$, temos
A iTA
—9 < 4Rsin? 2"2% < gRgin? 1127
1 iTA A
-5 < Rsin? 727 < opgin? 1727

’ . . it A ’,
Que serd sempre verdade pois, R > 0 e sin? 5% > 0, portanto concluimos

novamente que o método implicito é incondicionalmente estavel.
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Consideracoes Finais

Ao final deste trabalho podemos concluir que existem ao menos duas boas
técnicas para a solucao analitica de equacoes diferenciais parciais: o método
das caracteristicas para a equacao de conveccao e o método de separacao
de varidveis para as equacoes do calor e da onda. No capitulo 2 mostramos
o método numérico de diferengas finitas e suas formas de aproximar uma
equacao, algumas aproximagoes mais precisas outras nem tanto. Entretanto,
a exemplo da método implicito que graficamente possui uma solucao menos
préxima a solucao real que a o método explicito, vimos posteriormente, no
capitulo 3, que apenas esta se mantém estavel em determinadas condicoes, ja
que ¢ incondicionalmente estavel, enquanto o método explicito é condicional-
mente estavel. Podemos assim concluir que a qualidade da solucao depende
também das condi¢oes em que o problema se configura.

Portanto concluimos que o estudo de métodos numéricos é uma area muito
importante da matematica, pois nos da solugoes aproximadas para EDPs.
No nosso caso para equagoes que ja conheciamos a solucao analitica, para
podermos analisar nossas técnicas de aproximacao. Entretanto, podem ser
utilizadas em equagoes que ainda nao possuem uma solugao analitica. Por
fim concluimos que métodos numéricos deveriam ser mais trabalhados com

os alunos, nao restringindo-se apenas a TCCs e iniciagoes cientificas.
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