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Resumo

Este trabalho tem por objetivo mostrar ao leitor, principalmente ao aluno do curso
de licenciatura em Matematica, aplicagoes praticas da trigonometria. Muitas vezes, no
nosso curso, nos perguntamos “Onde vou usar essas formulas?”. Em muitas situacoes
esclareceremos ideias matematicas que estao sendo constituidas pelo aluno, especial-
mente para dar respostas a esses “porqueés”, desse modo, contribuir para a constituicao
de um olhar mais critico sobre os objetos desse conhecimento. No decorrer dos estudos
encontramos varias situagoes do nosso cotidiano em que precisamos da trigonometria

como ferramenta para resolver problemas concretos.



Sumario

Introducao 7
1 Um pouco da histéria da trigonometria 8
2 Ciclo Trigonométrico 13
2.1 O Ciclo Trigonométrico . . . . . . . . . . ... 13
2.2 Arcos com mais de uma volta . . . . ... ... 14
2.3 Arcos CONGruos . . . . . v v v v i e 16
2.4 Arcos de mesma origem, simétricos em relacao ao eixo OX . . . .. .. 16
2.5 Arcos de mesma origem, simétricos em relacao ao eixo OY . . . . . .. 17
2.6 Arcos com a mesma origem e extremidades simétricas em relagao a origem 18

3 Funcoes Trigonométricas 19
3.1 Conceitos Iniciais . . . . . . . ... L 19
3.1.1 Funcoes circulares . . . . . . . .. .. ... ... L. 19

3.1.2 Funcao periddica . . . . . . ... o 19

3.1.3 Funcao limitada . . . . . . . . ... . oL 20

3.14 Funcaopar . . . . . . L 20

3.1.5 Funcaoimpar . . . . . . .. ... 20

3.2 Funcaoseno . . . . . ... L 20
3.3 Fungdo Cosseno . . . . . . . . .. 22
3.4 Funcao tangente . . . . . . . .. Lo 23
3.5 Funcao cotangente . . . . . . . .. ..o 25
3.6 Funcao secante . . . . . . . . . ... 26
3.7 Funcao cossecante . . . . . . ... oL Lo 28



4 Relagoes Trigonométricas

4.1 Relagoes Trigonométricas Fundamentais . . . . . . . ... .. ... ..
4.2 Identidades Trigonométricas . . . . . . . . . . . . . ... ... ..
4.3 Operagdes com ATcoS . . . . . . . ..o
4.4 ArcoDuplo . . . . .
4.5 Arco Metade . . . . . . ...

4.5.1 Cosseno do arcometade . . . . .. .. ... L0

4.5.2 Senodoarcometade . . . ... ...

4.5.3 Tangente do arco metade . . . . . . . .. ...
4.6 Transformagao de somas em Produto . . . . . . ... ... ... .. ..
4.7 Equacgoes trigonométricas . . . . . . ..o

4.7.1 Equacoes Trigonométricas Fundamentais . . . . . . . . ... ..

5 Funcoes circulares inversas
5.1 Consideragoes Iniciais . . . . . . . . .. ..o
5.2 Fungdo Arco-Seno . . . . . . ..
5.3 Funcao arco-cosseno . . . . . . . ...
5.4 Funcao arco-tangente . . . . . .. ... Lo

5.4.1 Funcao arco-cotangente . . . . . . . ... ... oL
6 Aplicagoes

Referéncias

31
31
32
33
33
33
34
34
34
34
35
35

37
37
37
38
39
39

40

48



Introducao

Este trabalho tem por objetivo mostrar ao leitor, principalmente ao aluno do curso
de licenciatura em Matematica, aplicagoes praticas da trigonometria. Muitas vezes, no
nosso curso, nos perguntamos “Onde vou usar essas formulas?”. Em muitas situacoes
esclareceremos ideias matematicas que estao sendo constituidas pelo aluno, especial-
mente para dar respostas a esses “porqueés”, desse modo, contribuir para a constituicao
de um olhar mais critico sobre os objetos desse conhecimento.

No decorrer dos estudos encontramos varias situacoes do nosso cotidiano em que
precisamos da trigonometria como ferramenta para resolver problemas concretos. A tri-
gonometria esta presente em, praticamente, todos os ramos da Matematica e utilizada
também na Fisica, Astronomia, Geografia e muitas outras areas.

Apesar de sua importancia, em muitas vezes a trigonometria é apresentada desco-
nectada das aplicagoes, investindo-se muito tempo no calculo algébrico e analise dos
graficos. O que deve ser assegurado sao as aplicagoes da trigonometria na resolucao
dos problemas que envolvem medigoes, em especial o calculo de distancias inacessiveis
e a fenomenos periodicos.

Nao faremos exposicoes longas a respeito de cada assunto para termos mais assuntos
abordados.

Apresentaremos uma breve histéria da trigonometria e alguns exercicios em que
aplicamos as relacoes trigonométricas do circulo trigonométrico, as leis do seno e do

cosseno e algumas aplicagoes trigonométricas.



Capitulo 1

Um pouco da historia da

trigonometria

A Matematica, desde seus primérdios, entrelaga-se tao intimamente com a histéria
da civilizacao que sua histéria é nao somente motivadora em termos de ensino como
também muito rica em aspectos culturais.

A palavra trigonometria tem origem no grego trigonos (triangulos) mais meirum
(medida), cujo principal objetivo é estudar as relagoes entre os lados e angulos de um
triangulo, nasceu como resposta a necessidade da Astronomia e da Navegacao.

A trigonometria desenvolveu-se como resultado de uma interacao continua e fértil
entre a oferta e a demanda: a oferta de teorias matematicas aplicaveis e técnicas acessi-
veis em qualquer momento e a demanda de uma unica ciéncia aplicada, a Astronomia.
Assim, a histéria da trigonometria mostrou em seu interior o crescimento de trés partes
classicas da matematica: algebra, analise e geometria.

A trigonometria era baseada numa tnica funcao, a corda de um arco de circulo ar-
bitrario, onde identificou-se as primeiras seqiiéncias numéricas relacionadas com com-
primentos de sombra com horas do dia. Por volta do século II essa funcao corda
transformou-se em variacoes do seno. Somente por volta do século IX, a nova fun-
¢ao seno e as antigas fungoes sombra (tangente, cotangente, secante’) foram tabuladas
em sexagenarios. Com isto, surgiu a primeira trigonometria genuina, utilizando como
objeto de estudos o triangulo plano ou esférico, seus lados e angulos. No final do
século XVIII, Leonhard Euler e outros ja haviam apresentados todos os teoremas da
trigonometria como coroldrios da teoria das fungoes complexas.

Tales (624 - 548 a.C.) foi considerado um homem de rara inteligéncia. No Egito ele
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entrou em contato com a cultura cientifica, em particular a astronémica e a geometria.
Tales foi denominado "o primeiro matematico verdadeiro”, por organizar a geometria
de forma dedutiva.

O fato histérico pelo qual ele é lembrado é o de ter medido a altura da piramide
de Quéops, no Egito, através da semelhanca de dois triangulos. Observou as sombras
e os raios solares e descobriu que a sombra de uma estaca qualquer era proporcional a
sombra da piramide. Ao responder a uma pergunta de um sacerdote egipicio . Tales
valeu-se da proporcionalidade dos lados de triangulos semelhantes para calcular a altura
da piramide. Disse que "espetaria, na areia, uma estaca qualquer, cujo comprimento
é conhecido e mediria a sua sombra. Mediria também, na mesma hora, a sombra da
piramide e adicionaria a metade do comprimento do lado da base”. Assim, ele saberia
a altura da piramide.

A Trigonometria grega surgiu devido as necessidades da astronomia, a fim de prever
as efemérides celestes, para calcular o tempo, e para ser utilizada na Navegacao e
na Geografia. Assim, os estudos da Trigonometria se concentravam na trigonometria
esférica, que estuda triangulos esféricos. isto é, triangulos sobre a superficie de uma
esfera. No entanto, foi necessario para isso desenvolver partes da trigonometria plana.
O estudo dos triangulos esféricos na Matematica grega vinha sendo feito desde os
ultimos pitagoricos. O préprio Euclides, que viveu em torno de 300 a.C.. em um de
seus trabalhos, o Fenomenos, estudou a Geometria esférica. Aproximadamente em 20
a.C..

Teoddsio compilou o que os gregos conheciam sobre o assunto em seu livro Sobre a
Esfera.

Aristarco de Samos, que viveu em torno de 300 a.C., em seu livro Sobre as Distancias

do Sol e da Lua, baseando-se em observacoes, deduziu que

1. A distancia da Terra ao Sol é maior do que 18 vezes e menor do que 20 vezes a
distancia da Terra a Lua. Na demonstracao deste fato vemos pela primeira vez

a aproximagao do seno de um angulo pequeno.

2. Os diametros do Sol e da Lua tém a mesma razao que suas distancias da Terra.

3. A razao do diametro do Sol pelo diametro da Terra é maior do que 19:3 e menor

do que 43:6.



Os erros cometidos por Aristarco devem -se aos dados experimentais que utilizou.
Seus raciocinios estavam certos.

Pode-se dizer que o fundador da Trigonometria foi Hiparco de Nicéia, que viveu em
torno de 120 a.C.. Semelhantemente a muitos matematicos gregos, inclusive o préprio
Euclides, pouco sabe-se sobre sua vida. A maior parte do que se conhece sobre ele é
devida a Ptolomeu (100(?) - 180(?) d.C.) o qual cita vérios resultados de Hiparco sobre
Trigonometria e Astronomia, e a fragmentos de descri¢oes de seus trabalhos contidos
nas obras de outros autores gregos.

Hiparco foi o primeiro a determinar com precisao o nascer e o ocasos de varias estre-
las, usando para isso a tabela de cordas (fungao sombra) por ele calculada. Construiu
uma tabela trigonométrica com os valores das cordas de uma série de angulos entre
0° e 180°, a qual apresentava a correspondéncia entre o arco e a sua corda. Foram
construidas para serem utilizadas na Astronomia.

E provavel que a divisao do circulo em 360° tenha se originado com a tabela de
cordas de Hiparco. Ele provavelmente seguiu a ideia do matematico grego Hipsiclo,
o qual por sua vez tinha dividido o dia em 360 partes, uma divisao possivelmente
inspirada na astronomia babilonica.

A Trigonometria grega atingiu seu apice com Cldudio Ptolomeu (viveu em torno
de 150 d.C.) em seu principal trabalho, o Almagesto. O Almagesto tem por objetivo
descrever matematicamente o funcionamento do sistema solar, supondo que a Terra
estd em seu centro (teoria geocéntrica, que seria substituida ja no século XV pela
teoria heliocéntrica, introduzida por Copérnico (1473 - 1543)). Ptolomeu desenvolveu
a Trigonometria em dois capitulos do Almagesto, sendo que em um deles apresenta a
tabela de cordas (tabela de senos), que usou uma circunferéncia com um raio de 60
unidades. Para a construcao desta tabela, a partir do fato de que em um quadrilatero

inscritivel ABC'D vale a relacao
AB-CD+ BC-AD = AC-BD

Ptolomeu deduz o que em notacao moderna e usando as fungoes seno e cosseno é a
expressao para sen (a = b). Além, disso, demonstrou que sen2A4 + cos2A = 1, onde A
¢ um angulo agudo.

Com os hindus, a Trigonometria continuou sendo aplicada a Astronomia. No século

V depois de Cristo, os astronomos hindus abandonaram as tabelas de cordas e adotaram
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as de senos; o mateméatico hindu Aryabhata (476 - 7) passou a trabalhar com a corda
AB do arco AB, em um circulo de raio 3439.5 (este nimero é obtido supondo que
o comprimento da circunferéncia é 360.60 e usando o valor de 3,14 para 7). Com
a mudanca de raio, as tabelas de Ptolomeu nao mais puderam ser utilizadas, sendo
portanto necessario refazé-las. A Trigonometria hindu era aritmética, ao contrario da
grega, muito mais geométrica.

A funcao seno, inicialmente conhecida como funcao corda, foi trabalhada com bas-
tante intensidade durante muitos séculos anteriores a Ptolomeu.

A fungao corda relacionava um arco de circunferéncia com a corda respectiva. Com
a natural evolucao do pensamento matematico, quando alguém pensou em utilizar uma
tabua a metade da corda de um arco duplo, estava criada a funcao seno, que, em latim,
era designada sinus.

Algum tempo depois, matematicos hindus calcularam tabuas de seno. O seno era
chamado jya, uma das varias grafias para a palavra corda em hindu. Posteriormente os
arabes a transliteraram para jya, que depois foi incorretamente lida de jayb. O termo
co-sinus foi utilizado pela primeira vez, no século XVII. por Edmundo Gunter, para
indicar o complemento do seno, combinando essas duas palavras, que, em portugués,
transformaram-se em cosseno. Ideias conhecidas as tangente e cotangente apareceram
h& mais de trés tanto em calculos relativos a construgao de piramides, corno em calculos
envolvendo reldgios de sol. Esses relégios mostravam a relagao entre as horas do dia e
o comprimento da sombra de uma vara.

Enquanto os conceitos de seno e cosseno tiveram sua origem no contexto da astro-
nomia, tangente e cotangente emergiram das necessidades mais modestas da medicao
de alturas e distancias.

Os arabes herdaram a trigonometria dos gregos e hindus, adotando o ponto de vista
aritmético. Introduziram, para facilitar os cdlculos, a tangente, a cotangente, a secante
e a cossecante. O matematico al-Battavi introduziu uma inovacao, o circulo de raio
unitario, e assim calculou as razoes.

O interesse pela trigonometria entre gregos, hindus e drabes era motivado por suas
aplicagoes a Astronomia. A partir do Renascimento, época da expansao maritima
europeia que exigiu o desenvolvimento da Cartografia, a trigonometria passou a ser
utilizada em Cartografia e em Topografia, como ja proposto por Fibonacci (1175 -

1250) em seu Pratica da Geometria, de 1220.
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Outro fator de desenvolvimento da trigonometria foi a necessidade de refazer todos
os calculos da Astronomia posicional, com a adogao progressiva do sistema heliocéntrico
de Copérnico.

A construgao de tabelas trigonométricas era uma tarefa lenta e desagradavel, mas
essencial para o progresso da Astronomia e da Matemadtica. A utilizagao crescente da
trigonometria fez com que muitos outros matematicos construissem tabelas, como por
exemplo George Joaquim Rético (1514 - 1576). Ele fundiu ideias de outros mateméticos
com suas préoprias contribuigoes e expos uma trigonometria do triangulo retangulo: em
vez de dizer que C'B é o seno do arco C'D, ele considerou C'B como o seno do angulo
COB, o que introduziu essencialmente a formulacao da trigonometria do triangulo
retangulo, como feito até hoje.

A partir de Galileu (1564 - 1642), e com a descoberta da Geometria Analitica por
Descartes (1596 - 1650) e por Fermat (1601 - 1665), o estudo das curvas desenvolveu-se
muito. A curva seno foi introduzida nos estudos de Roberval 8 (1602 - 1675) sobre a
cicléide; no livro Mecénica de Wallis (1616 - 1703), publicado em 1670, hd um grafico de
dois periodos da funcao seno. Eo primeiro aparecimento de uma fungao trigonométrica.

Usando o método dos indivisiveis, Roberval mostrou que fb senx dxr = cosa — cosb.
Pouco a pouco, as funcgoes trigonométricas passaram a ﬁgura;l frequentemente em Ma-
tematica, paralelamente ao uso de tabelas cada vez mais precisas para aplicagoes em
Topografia, Navegacao e Astronomia de posigao. Ja nos séculos XVIII e XIX, foi visto
serem elas essenciais para a solucao de certos problemas de Matematica e de Fisica. A
introducao das séries de Fourier mostrou a posicao central destas fungoes na Anélise
Matematica moderna e em muitas de suas aplicacoes.

Na atualidade encontram-se aplicacoes para a trigonometria nas telecomunicagoes,
na musica, na determinacao de distancias entre estrelas, na medicina, na fisica, na
sociologia e em muitas outras areas cientificas. Como tal, o seu estudo ¢é indispensavel

para engenheiros, fisicos, informaticos e praticamente para todos os cientistas.
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Capitulo 2

Ciclo Trigonométrico

2.1 O Ciclo Trigonométrico

Considere uma circunferéncia de raio unitario com centro na origem do sistema
cartesiano ortogonal e o ponto A = (1,0). O ponto A serd tomado como a origem
dos arcos orientados nesta circunferéncia e o sentido positivo considerado serd o anti-
horario.

Assim, chama circulo trigonométrico ou ciclo trigonométrico, ao circulo orientado de
raio unitario, cujo centro é a origem do sistema de coordenadas cartesianas, conforme

figura a seguir.

Os eixos OX e OY decompoem o ciclo trigonométrico em quatro quadrantes que
sao enumerados como segue:

Obs.: Os quadrantes sao usados para localizar pontos e a caracterizagao de angulos
trigonométricos. Por convencao, os pontos situados sobre os eixos nao pertencem a

qualquer um dos quadrantes.
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20 Quadrante y 1° Quadrante
Abscissa negativa Abscissa positiva
Ordena positiva Ordena positiva

90° < angulo < 180° II I 0° < angulo < 90°

d* Quadeanite " 40 Quadrante
Abscissa negativa 111 1y Abscissa positiva
Qrdema negativa Ordena negativa
180" < angle < 270" 270° < angulo < 360°

2.2 Arcos com mais de uma volta

Em Trigonometria, algumas vezes precisamos considerar arcos cujas medidas sejam
maiores do que 360°. Por exemplo, se um ponto movel parte de um ponto A sobre uma
circunferéncia no sentido anti-horario e para em um ponto M, ele descreve um arco
AM . A medida deste arco (em graus) podera ser menor ou igual a 360° ou ser maior
do que 360°. Se esta medida for menor ou igual a 360°, dizemos que este arco estd em

sua primeira determinagao.

y y

Acontece que o ponto movel podera percorrer a circunferéncia uma ou mais vezes
em um determinado sentido, antes de parar no ponto M, determinando arcos maiores
do que 360° ou arcos com mais de uma volta.

Existe uma infinidade de arcos, mas com medidas diferentes, cuja origem ¢é o ponto
A e cuja extremidade é o ponto M. Seja o arco AM cuja primeira determinacao tenha
medida igual a m. Um ponto moével que parte de A e pare em M, pode ter varias
medidas algébricas, dependendo do percurso.

Se o sentido for o anti-hordrio, o ponto M da circunferéncia trigonométrica sera

extremidade de uma infinidade de arcos positivos de medidas:
m,m + 2w, m + 4r, m + 67, . ..

14



Se o sentido for o horéario, o ponto M serd extremidade de uma infinidade de arcos

negativos de medidas:
m — 2m,m — 4w, m — 6m, ...

Generalizando este conceito, se m é a medida da primeira determinacao positiva do

arco AM, podemos representar as medidas destes arcos por:
w(AM) =m + 2km

onde k é um nimero inteiro, isto é, k pertence ao conjunto Z = {..., —2,-3,—-1,0,1,2,3,...}.
Familia de arcos: Uma familia de arcos {AM} é o conjunto de todos os arcos com

ponto inicial em A e extremidade em M.

Exemplo: Se um arco de circunferéncia tem origem em A e extremidade em M, com
a primeira determinacao positiva medindo 27/3, entao os arcos desta familia {AM},

medem:

Determinacoes positivas (sentido anti-horario)

(AM) = 27/3
(AM) =27 /3 + 21 = 8n/3
k=2 u(AM) =2r/3+ 47 = 147/3
(AM)

=27 /34 6m = 207/3

kE=n  w(AM)=27/3+2nm = (2+6n)7/3

Determinagoes negativas (sentido horario)

15



k=-n  uw(AM)=27/3 —2nm = (2 —6n)7/3

2.3 Arcos Congruos

Dois arcos trigonométricos sao ditos congruos, quando a diferenga entre eles é um
numero multiplo de 360°. Assim é que sendo x e y dois arcos trigonométricos, eles serao
congruos se e somente se: x —y = k . 360° , onde k£ é um numero inteiro. Portanto,
para descobrir se dois arcos sao congruos, basta verificar se a diferenca entre eles é um
multiplo de 360° (ou 27 radianos, pois 27rad = 360°).

Obs. Arcos de uma mesma familia sao congruos.

Exemplo:

Os arcos 2780° e 1700°, sao congruos, pois:

2780° — 1700° = 1080° e 1080° ¢é divisivel por 360° (1080° / 360° = 3).

2.4 Arcos de mesma origem, simétricos em relacao

ao eixo OX

Sejam AM e AM' arcos no circulo trigonométrico, com A = (1,0) e os pontos M e
M’ simétricos em relacdo ao eixo horizontal OX. Se a medida do arco AM é igual a

m, entao a medida do arco AM’ é dada por: u(AM') =21 — m.
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2.5 Arcos de mesma origem, simétricos em relagao
ao eixo OY

Sejam AM e AM' arcos no circulo trigonométrico, com A = (1,0) e os pontos M e
M’ simétricos em rela¢ao ao eixo vertical OY. Se a medida do arco AM for igual a m,

entao a medida do arco AM’ serd dada pela expressao u(AM') =m —m.
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2.6 Arcos com a mesma origem e extremidades si-
métricas em relacao a origem

Sejam AM e AM' arcos no circulo trigonométrico, com A = (1,0) e os pontos M e
M’ simétricos em relagdo a origem (0,0). Se a medida do arco AM ¢é igual a m, entao

a medida do arco AM’ é dada por: pu(AM') =7 +m.
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Capitulo 3

Funcoes Trigonométricas

3.1 Conceitos Iniciais

3.1.1 Funcoes circulares

As funcoes circulares constituem o objeto fundamental da trigonometria circular
e sao importantes devido a sua periodicidade pois elas podem representar fendmenos
naturais periodicos, como as variagoes da temperatura terrestre, o comportamento
ondulatério do som, a pressao sanguinea no coragao, os niveis de agua dos oceanos,

etc.

3.1.2 Funcao periodica

Dizemos que uma funcao f(x) é periédica se existe um nimero real T' # 0 tal que
f(x+T) = f(x) para todo x € Dom(f).

O numero 7' é chamado periodo da funcao f(x). O gréifico de uma funcdo periédica
se repete a cada intervalo de comprimento 7.

Exemplos de gréaficos de funcoes periddicas sao observadas nas Figuras abaixo:

y
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3.1.3 Funcao limitada

Uma funcao f de dominio A contido em R é limitada, se existe um nimero real

positivo L, tal que para todo z em A, valem as desigualdades:
—L<f(x)<L
Esta tltima expressao pode ser escrita como:

[f(z)] < L.

3.1.4 Funcao par

Uma funcao f é uma funcao par, se para todo z do dominio de f:

Fungoes pares sao simétricas em relacao ao eixo vertical OY.
Exemplo:

A funcao f(z) = 22, pois: f(—z) = (—x)* = 22

3.1.5 Funcgao impar

Uma funcao f é uma funcao impar, se para todo x do dominio de f:

Fungoes impares sdo simétricas em relagao a origem (0,0) do sistema de eixos cartesi-
ano.
Exemplo:

A fungao f(x) = x é uma fungado par, pois f(—z) = —z = —f(x).

3.2 Funcao seno

Definicao 3.2.1. Chamamos de fungao seno , a funcao f : R — R que, a cada nimero

real x, associa o seno desse numero.

fR—R

f(z) =senx
A fungao é denotada por f(z) = sen(z) ou y = sen(z).
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Grafico 3.2.2. O gréfico da fungao f(z) = sen x, denomina-se senéide. Para construir
o grafico da fungao, atribuimos valores para x e encontramos f(x). Segue uma tabela

com valores de f no intervalo [0, 27].

T Yy =senx
0 0
T 1
2
T 0
3
T
2
27 0
A y
B
0 TTI/2 i 3mw/2 TT=
: X
onde:
Dom: R
Im : [—1,1]

P =27rad ( A fungao seno é periddica, pois: sen(x + 27) = senx.)

Crescente: [0, Z] U {B—W,Qﬁ]

2 2

T 3
D te: | =, —
ecrescente {2, 2}

Limitada: —1 <senz <1
Impar : sen(—z) = — sen(x)

Para todo x em R e para todo k em Z:
sen(z) = sen(x + 27) = sen(z + 4mw) = ... = sen(z + 2k7)

Completamos o grafico da fungao seno, repetindo os valores da tabela em cada intervalo

de medida 27, teremos:
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T T 3 3
werwio | 03] [ (57
ntervalo O2 27r

Funcao seno | positiva | positiva | negativa | negativa

3.3 Funcao Cosseno

Definicao 3.3.1. Chamamos de funcao cosseno , a funcao f : R — R que, a cada

ndmero real x, associa o cosseno desse nimero.

fiR-R

f(z) = cosx
A fungao é denotada por f(z) = cos(z) ou y = cos(z).

Gréfico 3.3.2. O gréfico da fun¢do f(z) = cosz, denomina-se cossendide. Para
construir o grafico da fungao, atribuimos valores para x e encontramos f(x), conforme

a tabela abaixo.

T Y = CoSx
0 1

s

— 0

2

T -1
3T

— 0

2

2 1

———————x
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onde:
Dom: R
Im: [—1,1] P =27rad ( A fungao cosseno é periddica, pois: cos(x + 2m) = cosx.)
Crescente: [, 27]
Decrescente: [0, 7]
Limitada: —1 <cosz <1
Par : cos(—z) = cosz
Completamos o grafico da fungao cosseno, repetindo os valores da tabela em cada
intervalo de medida 2, teremos:

Sinal

Intervalo [0, E] [z, 7Ti| Sl 57
2 2

Funcao cosseno | positiva | negativa | negativa | positiva

3.4 Funcao tangente

Definicao 3.4.1. Chama-se fungao tangente aquela que associa a todo z real, xz #
T
km + 5 o numero real y = tan x.

A fungao é denotada por f(z) = tanz ou y = tanz.

Grafico 3.4.2. O grafico da fungao tangente é chamado de tangentdide, para cons-

truir o grafico da funcdo, atribuimos valores para x e encontramos f(x). Como a
7r

tangente nao existe para arcos da forma: km + 5 onde k € Z, estaremos considerando

o conjunto dos ntimeros reais diferentes destes valores, conforme a tabela abaixo.

T Yy =tanx
0 0

T

5 ¢

m 0

3T

£ ¢

27 0
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onde: Dom: {x € R/x # km + g}
Im: R
P = 7mrad ( A fungao tangente é periddica, pois: tan(x + ) = tanx.)
Sempre Crescente.
Limitacao: A funcao tangente nao é limitada
A fungao tangente é impar, pois para todo x real onde a tangente esta definida, tem-se

que: tan(x) = — tan(—x)

Observacao 3.4.1. Para os arcos da forma K+ g a funcao tangente nao é definida,

apresentando nesses pontos assintotas verticais.

Observagao 3.4.2. Na figura anterior, temos que:
tan AM = tanx = AT

pela semelhanga dos triangulos retangulos ONM e OAT, assim:

AT NM —
— — —— 1mas, AT = tan Z,
OA ON

OA=r=1 NM =senz e OQ = cosx

tan senx

Substituindo na expressao = ——, teremos:
sen x x  CO8%

tanz = ,onde x # Km+ —
CcoS T 2

Completamos o gréafico da funcao tangente, repetindo os valores da tabela na mesma

ordem em que se apresentam, teremos:
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T T 3 3
werwio | 3] [ 57
ntervalo O2 27r

Funcao tangente | positiva | negativa | positiva | negativa

3.5 Funcao cotangente

Definigao 3.5.1. Chama-se fungdo cotangente aquela que associa a todo x real, = #
km, o numero real y = cot x.

A fungao é denotada por f(z) = cotx ou y = cot x.

Grafico 3.5.2. O grafico da funcao cotangente é chamado de cotangentdide, para
construir o gréafico da fungao, atribuimos valores para x e encontramos f(z). Como a
cotangente nao existe para arcos da forma: km, onde k € Z, estaremos considerando o

conjunto dos numeros reais diferentes destes valores, conforme a tabela abaixo.

T Yy =cotx

0 ¢

i
— 0
2

m ¢
3T

— 0

2
27 ¢

Y

3 5

o
=l
g g
L i i it i O e ot e e e
E|
e e e e A e e S o A Gt e e e e e it
3

onde: Dom:{zx € R/x # kn} Im : R

P = 7rad ( A fungdo tangente é periddica, pois: cot(x + 7) = cot x.)
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Sempre Decrescente.
Limitacao: A funcao tangente nao é limitada.
A funcao tangente é impar, pois para todo = real onde a tangente esta definida, tem-se

que: cot(z) = — cot(—x)

Observacgao 3.5.1. Para os arcos da forma K7 a funcao tangente nao ¢é definida,

apresentando nesses pontos assintotas verticais.

Observacao 3.5.2. Por analogia ao que foi feito na tangente, podemos mostrar que

COS T 1
cot = =
sen x tan x

Completamos o grafico da funcao cotangente, repetindo os valores da tabela na
mesma ordem em que se apresentam, teremos:

Sinal:

Intervalo [0, q [E, 7r] ST 57
2 2

Funcao cotangente | positiva | negativa | positiva | negativa

3.6 Funcao secante

Definicao 3.6.1. Chama-se funcao secante aquela que associa a todo z real, © #
T
km + 5 o numero real y = sec x.

A func@o é denotada por f(z) = secz ou y = sec(x)

Grafico 3.6.2. Para construir o grafico da fungao, atribuimos valores para x e encon-
- . s

tramos f(z). Como a secante nio existe para arcos da forma: km + 5 onde k € Z,

estaremos considerando o conjunto dos nimeros reais diferentes destes valores, con-

forme a tabela abaixo.

26



xr |y=secx
0 1
T

] v
L
LG
m —1
oT

— -2
e
7
CRRNG
27 1

=)
S N~ N

onde:
Dom: {z € R/x # km +
Im : (—oo, —1] U [1, +00)
P =27rad

™

2

Crescente: [0, 7]

Decrescente: [, 27|

Limitacao: A funcao secante nao é limitada

A funcao secante é par, pois para todo x real onde a secante esta definida, tem-se que:

secz = sec(—x)

~ 7T ~ ~ .
Observacao 3.6.1. Para os arcos da forma K + 5 a funcao secante nao é definida,
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apresentando nesses pontos assintotas verticais.

Observacao 3.6.2. Por analogia ao que foi feito na tangente, podemos mostrar que
1

COsS T

secxr =

Completamos o grafico da funcao secante, repetindo os valores da tabela na mesma
ordem em que se apresentam, teremos:

Sinal

3

Intervalo [0, Z] ™, —

2 [g”}

Funcao secante | positiva | negativa | negativa | positiva

3.7 Funcao cossecante

Definigao 3.7.1. Chama-se fungao cosssecante aquela que associa a todo x real, © #
km, o numero real y = cossec(z).

A fungao é denotada por f(z) = cossec(x) ou y = cossec(z)

Grafico 3.7.2. Para construir o grafico da fungao, atribuimos valores para x e encon-
tramos f(x). Como a secante nao existe para arcos da forma: k7 onde k € Z, estaremos
considerando o conjunto dos niimeros reais diferentes destes valores, conforme a tabela

abaixo.
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T | y=secx
0 ¢
s
— 2
1 V2
T 1
3
T
— 2
1 V2
™ ¢
5%
LI G
.
72
T
o
I V2
27 ¢

e e T

(%]
=
(o]
[ ——————— - 1 ettt
3

onde: Dom:{x € R/x # knk € Z}
Im : (—o0, —1] U [1, +00)

Periodo = 27rad

Crescent [W ]U ST
rescente: |—,m T, —

2’ )
Decrescente: [0, g] U {3%,24

Limitacao: A funcao cossecante nao é limitada.
A funcao cossecante é impar, pois para todo x real onde a cossecante estd definida,

tem-se que: cossec(—x) = —cossec(z)
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Observacgao 3.7.1. Para os arcos da forma K7 a fungao cossecante nao é definida,

apresentando nesses pontos assintotas verticais.

Observacao 3.7.2. Por analogia ao que foi feito na cotangente, podemos mostrar que
1

senx

COSseCr —

Completamos o grafico da funcao secante, repetindo os valores da tabela na mesma
ordem em que se apresentam, teremos:

Sinal

Intervalo [O, E] [E, 7Ti| 5T 57
2 2

Funcao secante | positiva | positiva | negativa | negativa
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Capitulo 4

Relacoes Trigonométricas

4.1 Relacoes Trigonométricas Fundamentais

Seja a figura:

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo OQM, temos:

como:
QM = OP =senzx
0Q = cosx

OM =r =1, temos a relagao trigonométrica fundamental n° 01:
Dividindo a relagao fundamental 01 por sen?(x) e por cos?(z) e aplicando os con-

ceitos de tangente, cotangente, secante e cossecante, teremos outras duas relagoes fun-
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damentais, a saber:

tan’z + 1 =sec’r e cotan’?+ 1 = cossec’z

COossecCr — senx

Exemplo 4.1.1. Simplifique a expressao
cotan r — secx

Solugao:

Utilizando os conceitos vistos, temos:

1 1 —sen?zx
—senzx _—
sen x — _SeNT  _{ _gen?r — cos®
COS T 1 1
senx Ccosx sen x

Exemplo 4.1.2. Sendo x um arco tal que cosx = tanx , calcule sen x.

Solucao:
sen
Sabemos que tanx =
cos T sen
Substituindo tanz por cosz (dado do problema), vem: cosz = donde vem:
cos T

cos’x = senz.
Mas, cos?z = 1 — sen? z. Substituindo, fica: 1 — sen® z = sen x.
Dafi, vem: sen?z +senx — 1 = 0.
Fazendo senz = y e substituindo: % +y — 1 = 0. Resolvendo esta equacao do 2°

grau, fica:
—1+£/12-41.(-1) —-1£+5

y= 21 -

Como y = senx e , temos somente um dos valores acima satisfazendo o problema, ou
V5 —1
2

seja: senr = , que é a resposta procurada.

4.2 Identidades Trigonométricas

Uma igualdade entre expressoes trigonométricas é chamada Identidade, quando a
igualdade é satisfeita para todos os valores que pertencem aos dominios das funcoes
que envolvem.

Para provarmos uma identidade trigonométrica, podemos proceder de duas manei-
ras:

Tomando um dos membros (geralmente o mais “complicado”) transformando-o no
outro.

Tomando os dois membros e transformando simultaneamente em expressoes iguais.

4

Exemplo 4.2.1. 1. cos*z —sen*z +2sen’z =1
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2. (1+tanz)? + (1 — tanz)? = 2sec® x

tanx — senx secx

sens 1+ cosz

4.3 Operacoes com Arcos

Conhecidas as linhas trigonométricas dos arcos a e b, determinaremos as fungoes

. a
circulares dos arcos da forma a + b, a — b, 2.a e 5

Férmulas de Adigao e Subtracao de arcos

1. sen(a +b) =sena-cosb+senb - cosa
2. sen(a — b) =sena-cosb—senb- cosa
3. cos(a+b) = cosa-cosb—sena-senb

4. cos(a —b) = cosa-cosb+ sena-senb

tana + tan b
5.t b) =
an(a + b) 1 —tana-tand
t — tanb
6. tan(a — b) = ana — ran

1+tana-tanb

4.4 Arco Duplo

Fazendo a = b nas féormulas da soma, vem:
1. cos(2a) = cos?a — sen’a

2. sen(2a) = 2sena - cosa

2tana
3. tan(2a) = m

Obs. A férmula acima somente é valida para tana # 1 e tana # —1, ja que nestes

casos o denominador seria nulo.

4.5 Arco Metade

Vamos agora achar as fungoes trigonométricas da metade de um arco, partindo das

anteriores.
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4.5.1 Cosseno do arco metade

Sabemos que:

cos2a = cos’a — sen’ a

2a e sen’a + cos?a por 1, vem: cos2a = 2.cos’a — 1,

1+ cos2a

Substituindo sen? a, por: 1 — cos

isolando cos? a temos que cos?a =

T 1+ cosz - ,
) = ————— . Podemos escrever entao a férmula do

Fazendo a = E, vem, cos? (—
2 2 2

cosseno do arco metade como:

x [1+cosx
ST el i
® cosg 5

4.5.2 Seno do arco metade

De maneira analogo, obtemos o seno e do arco metade.

[1—
° COSE::E ST oS
2 2

4.5.3 Tangente do arco metade

x

Dividindo membro membro as equagoes anteriores, lembrando que tan <§> =

(5)
sen ( —
2

3)
cos | =
2

T 1 —cosx

o tan— =+ /———

2 14 coszx

Obs: o sinal algébrico de cada expressao, vai depender do quadrante ao qual pertence

, vem:

o arco x/2.

4.6 Transformacgao de somas em Produto

Veremos nesta segao transformagoes de expressoes da forma senp £ senq e cosp +
cosq, em produto, cujas férmulas sao de grande importancia nas simplificacoes de
expressoes trigonométricas.

J& sabemos que:

sen(a+0b) = sena-cosb+senb-cosa

sen(a —b) = sena-cosb—senb-cosa
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Fazendo: , temos
a—b=q p— P4

Somando membro a membro estas igualdades, obteremos:

sen(a + b) + sen(a — b) = 2 -sena - cosb. Dai:

B p+q P—q
e senp + senq = 2sen 5 - COS 5

Analogamente, obterfamos as seguintes férmulas:

_ p—4q P+q
e senp —senq = 2sen 5 - COS 5

° cosp—i—cosq:Qcosp;_q -cospgq

_ P+q pP—4q
® COsSp —Ccosq = —2sen 5 - sen 5

4.7 Equacoes trigonométricas

Toda igualdade que possui uma ou mais funcoes trigonométricas em pelo menos um

dos membros, recebe o nome de equacgoes trigonométricas.

2

Exemplo 4.7.1. 1. senx + cosx = — e sen 2z = cos” T sao equagoes trigonométri-

B~ o

cas.

2. x+tan(f) =2* e v +sen(f) = , a0 sa0 equacoes trigonométricas.

| %

Resolver uma equacao trigonométrica consite em determinar os valores dos arcos
que verificam a equacao.
Dizemos que r é uma raiz ou solugao da equagao trigonométrica f(x) = g(x) se r

for elemento do dominio de f e g e se f(r) = g(r) for verdadeira.

4.7.1 Equacoes Trigonométricas Fundamentais

Quase todas as equacgoes trigonométricas, quando convenientemente tratadas e

transformadas, podem ser reduzidas a pelo menos uma das trés equagoes seguintes:

1. senx = a

2. cosTr =a
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3. tanx =a

Estas sao as equagoes trigonométricas elementares ou equagoes trigonométricas fun-

damentais. As solugoes destas equagoes podem ser resumidas no seguinte quadro:

r=2r-k+my
1. senz =a = para —1 < a < 1.

T =21 k+ms

2. cosr=a=x=2r-k+tmpara —1<a<l1

3. tanz=a=z=7m-k+m
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Capitulo 5

Funcoes circulares inversas

5.1 Consideracoes Iniciais

Sabemos que uma funcao f de dominio D possui inversa somente se f for bije-
tora. As funcoes circulares, conforme definidas, nao sao bijetoras, mas podemos tomar

subconjuntos desses dominios para gerar novas fungao que possuam inversas.

Exemplo 5.1.1. A fungao f(x) = senz nao é bijetora em seu dominio de definigdo que
é o conjunto dos ntimeros reais, pois para um valor de y correspondem infinitos valores
de z, isto quer dizer que nao podemos definir a inversa de sen(z) em seu dominio.
Devemos entao restringir o dominio para um subconjunto dos nimeros reais onde a

funcao ¢ bijetora.

5.2 Funcao Arco-Seno

Consideremos a fungao f(z) = senz, com dominio no intervalo [—7/2,7/2] e ima-

gem no intervalo [—1,1].

I NiH

ol
1
1
1
1
1

:/
1

x

Y

A fungdo inversa de f, denominada arco seno de z, definida por f~!: [-1,1] —

[—7/2,7/2] é denotada por f~!(z) = arcsen(z).
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Lé-se: “ o arco cujo seno é z”

Grafico da funcao arco-seno: o grafico da inversa é simétrico do gréafico de

y = senx em relagao a bissetriz do 1° e 3° quadrantes.

T [ = ==

T PR ————

5.3 Funcao arco-cosseno

Seja a fung¢ao g(x) = cos z, com dominio [0, 7] e imagem [—1, 1]. De modo andlogo
ao estudo da funcao seno, podemos definir a fun¢ao de f, denominada arco-cosseno de
z, definida por g=' : [-1,1] = [0, 7] e denotada por: g~!(z) = arccos(z).

Lé-se: “ o arco cujo cosseno € x”.

Grafico da fungao arco-cosseno:
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5.4 Funcao arco-tangente

Dada a funcao f(x) = tan(z), com dominio (—m/2,7/2) e imagem em R, a fun-
¢ao inversa de f, denominada arco-tangente é definida por f~! : R — (—7/2,7/2) e
denotada por: f~!(x) = arctan(z).

Lé-se: “ o arco cuja tangente ¢é x”.

Grafico da fungao arco-tangente:

5.4.1 Funcgao arco-cotangente

Dada a funcdo f(x) = cotanz, com dominio (0,7) e imagem em R, a funcdo
inversa de f, denominada arco-cotangente ¢ definida por f~!: R — (0,7) e denotada
por: f~!(z) = arccot(z).

Lé-se: “ o arco cuja cotangente é x”.

Gréfico da fungao arco-cotangente:
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Capitulo 6
Aplicacoes

Aplicacao 6.1. A figura abaixo representa o planeta terra, onde cada ponto pode
ser representado por coordenas geograficas expressas por uma latitude e longitude.
A latitude é o arco de meridiano compreendido entre o Equador e o paralelo de um
lugar. E medido ao longo de um meridiano, de 0° a 90° para o norte e sul do Equador
e a longitude é o arco de paralelo com Equador, compreendido entre meridiano de

Greenwich e o meridiano de um lugar.

Considere a Terra como uma esfera de raio 3960 milhas, determine o raio e a tan-

gente do paralelo de latitude 40°.
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Observe a figura.

Solugao o

r oC _

cos40° = o _ oc
3960 send0” = 5960 fan40° = 2=
r = 3960 x cos 40 OC = 3960 x sen 40° SEIE
— tan40° = =

r = 3960 x 0, 7660 OC = 3960 x 0, 6428 an 3033

r = 3033 milhas OC = 2545 milhas tan 407 = 0, 8391 milhas
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Aplicagao 6.2. Encontre o perfmetro de um octégono inscrito em uma circunfe-
réncia de 150cm de raio.

Na figura, dois vértices consecutivos do octogono, A e B, sao unidos ao centro O
da circunferéncia. O triangulo OAB é isésceles com lados congruentes medindo 150 e
o angulo AOB = 360°/8 = 45°. Como no problema 4.9, tragamos a bissetriz do angulo
AOB, formando o triangulo MOB.

Entdao, MB = OBsen ZMOB = 150sen 22°30' = 150(0, 3827) = 57,4. O perime-
tro do octégono é 16 M B = 16(57,4) = 918cm.

Figura 6.1: 2
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Aplicagao 6.3. A figura ilustra um avido voando a 240 Kt com proa de 60° com o
vento de 30 Kt de 330°.

Para construir essa figura, colocamos o vetor velocidade no ar em O, entao, em seu
ponto final (observe as diregoes dos vetores) representamos o vetor velocidade do ar e
fechamos o triangulo. Observe que o vetor velocidade de solo nao tem mesma direcao
ou mesmo modulo que o vetor velocidade no ar.

Nesse triangulo temos:

Velocidade de solo = 1/(240)2 + (30)2 = 242Kt

tanf = 30/240 = 0,1250 e 6 = 7°10’

Rota = 60° + 6 = 67°10’

velocidade de s0l0

Figura 6.2: 3
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Aplicagao 6.4. A proa de um avido é 75° e a velocidade no ar é de 200 Kt.
Determine a velocidade de solo sabendo que ha um vento e 40 Kt vindo de 165°.

Observe a figura.

165°

Figura 6.3: 4

Construcao: Represente o vetor no ar comecando em um ponto O, no final deste
vetor represente o vetor velocidade e feche o triangulo.

Solugao: Velocidade de solo = 1/(200)2 + (40)2 = 240K, tan 6 = 40,/200 = 0, 2000;
assim, # = 11°20 e a rota é 75° — 6 = 63°40".

44



Aplicagao 6.5. A velocidade no ar de um avidao é 200km/h. Ha um vento de 30
km/h vindo de 270°. Determine a proa na velocidade de solo para se ter uma rota de
0°. Observe a Figura.

Construgao: A velocidade no solo é na diregao de ON. Represente o vetor velo-
cidade do vento em O e, em seu ponto final, represente o vetor velocidade no ar com
moédulo de 200 e feche o triangulo.

Solugao: Velocidade de solo = 1/(200)% — (30)2 = 198km/h, senf = 30/200 =
0,1500 e 6 = 8°40'. A proa é de 360° — § = 351°20/.

O velocidade de solo

proa

Figura 6.4: 5
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Aplicagao 6.6. Um piloto decola de certa cidade A com seu avido, devendo alcancar
a cidade B apds duas horas de voo na rota 28° (ver bussula). Porém, duas horas apos
a decolagem, o piloto notou que, por engano, tinha tomado a rota 280° e sobrevoo para
a cidade C'. Supondo que a aeronave voou a uma velocidade media de 400kt e possuia
uma autonomia total de 4h e 30mim. Determine o rumo e a distancia da cidade C'
para a cidade B e analise se o combustivel é o suficiente para que aeronave pouse na

cidade B com seguranca.

(Adote 1kt = 1,85 km)

028°
064°

B
36°
X
280°
36°
C 108"
@] L
A
S
Solucao
V =400 kt = 740 km /h
T=2h

S = V.T =400 x 2 = 800NM
Como BAC' é um triangulo isésceles, logo AB = AC' = 800NM = 1480km; como
x + 36 = 180 um angulo raso, logo x = 144°.

Para voar do ponto C para o ponto B a aeronave poderia curvar 144° para a direita
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ou 216° pela esquerda, onde voaria no rumo 064 para a cidade B. sen b4° = .

AC

x = AC. sen 54°

x = 800NM x 0,8090 = 647,21NM

ou

v =647, 2INM x 1,85 = 1.193, 3km

Como BC = 2z, logo 2 x 647,21 N M entao
BC =1.294,42NM ou BC = 2.394, 6km

Agora vamos achar o tempo de voo de C' para B.

AS AS 23946
AV=37=2T=xv = 0

= 3h 14dmim.

Como a autonomia da aeronave era de 4h e 30mim e ja havia consumido duas horas

de combustivel no trecho AC', logo nao chegaria no ponto B partindo de C.
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