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Resumo

A Integral de Riemann Generalizada é uma nova e interessante abordagem da
integral de Riemann, que foi desenvolvida, independentemente, pelos matematicos J.
Kurzweil e R. Henstock no periodo de 1957 a 1968. Esta nova teoria de integracao nao
apresenta as principais desvantagens da integral de Riemann, é mais geral do que a
integral de Lebesgue e possui ferramentas potentes como o Teorema da convergéncia
monotona e o Teorema da convergéncia dominada. Além disso, o Teorema funda-
mental do Célculo nao apresenta as restrigoes da teoria de integracao de Riemann ou
de Lebesgue.

Este trabalho é uma elementar introducao da integral de Riemann generalizada.
Apresentaremos sua definicao e principais propriedades. Enunciarremos e provaremos
o Teorema da convergéncia monotona, Teorema da convergéncia dominada e Teo-
rema fundamental do Célculo e, finalmente, provaremos que toda funcao Lebesgue

integravel é Riemann generalizada integravel.

Palavras-chave: Integral, Integral de Riemann Generalizada, Integral de Lebesgue.
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Introducao

A classica integracao de Riemann apresenta algumas desvantagens, por exemplo,
a classe de funcoes Riemann integraveis é muito pequena, uma sequéncia conver-
gente de funcoes Riemann integraveis nao converge necessariamente para uma funcao
Riemann integravel. Além disso, o Teorema Fundamental do Célculo nao é geral,
pois a existéncia de uma primitiva nao garante que a funcao seja Riemann integravel.
Estes problemas motivaram o desenvolvimento de novas teorias de integracao e muitos
avancos foram obtidos como os trabalhos de Lebesgue, Perron e Denjoy. O sucesso
da integral de Lebesgue foi tao grande que atualmente é considerada a integral mais
adequada. Porém, esta teoria de integracao também apresenta alguns problemas, por

exemplo:

(1) Existem fungdes F' que sdo derivaveis em todos os pontos, mas sua derivada F”
nao é Lebesgue integravel. Deste modo, condicoes adicionais sao necessarias

para garantirmos a validade do Teorema Fundamental do Calculo:

/b Fldz = F(b) — F(a).

Como consequéncia, justificar a formula da substituigao

Aj:j)lebf<¢>¢’

nao é tarefa facil.



(ii) Algumas integrais impréprias, como a importante integral de Dirichlet

/ sen (z) iz,
0 T

nao sao Lebesgue integrdveis (note que |x~'sen ()| nao é Lebesgue integravel).

(iii) Para definirmos a integral de Lebesgue é necessario um consideravel conheci-

mento de teoria de medida.

Trabalhando independentemente, os mateméticos Jaroslav Kurzweil (1923-) e
Ralph Henstock (1926-), desenvolveram uma nova integral, chamada integral de Rie-
mann Generalizada (integral de Henstock-Kurzweil ou integral gauge). Esta nova
técnica de integracao corrige os problemas da classica integral de Riemann e estende
a teoria de integracao de Lebesgue. E uma abordagem simples, pois nenhuma teoria

de medida é necessaria para o seu desenvolvimento. Nesta teria de integracao:

(i) todas as fungoes que tem primitiva sao integraveis, isto é, o Teorema Fundamental

do Calculo ¢é geral;
(ii) todas as func¢oes Riemann integréveis sao integraveis;
(iii) todas as fungoes Lebesgue integraveis sao integraveis;
(iv) todas as fungées Denjoy-Perron integraveis sao integréaveis;

(v) ha potentes resultados de convergéncias, tais como o Teorema da Convergéncia

Monoétona e o Teorema da Convergéncia Dominada;
(vi) ndo existem integrais impréprias.

A principal diferenga entre a integral de Riemann generalizada e a integral de
Riemann é que na integral Riemann primeiro escolhemos uma particao P formada
por intervalos I; = [z;_1, x;] e depois escolhemos ¢; livremente em cada I;. Na integral

de Riemann generalizada, a escolha de I; depende da escolha de ;.
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A principal diferenga entre a integral de Riemann generalizada e a integral de
Lebesgue é que funcoes Riemann generalizada integraveis nao sao absolutamente in-
tegraveis no sentido que se f é Riemann generalizada integravel nao implica que
| f| também seja. Temos que fung¢oes Riemann generalizadas integraveis comportam-
se como “séries convergentes” enquanto fungoes Lebesgue integraveis comportam-se
como ‘“séries absolutamente convergentes”. Séries absolutamente convergentes pro-

duzem melhores resultados enquanto séries convergentes sao mais gerais.

Existe uma variante da integral de Riemann generalizada, chamada integral de
McShane, que é equivalente a integral de Lebesgue em R e tem as principais pro-

priedades da integral de Riemann generalizada.

Neste trabalho definiremos a integral de Riemann generalizada, enunciaremos e
demonstraremos as suas principais propriedades, assim como o Teorema Fundamen-
tal do Calculo e os Teoremas de Convergéncia. Também, definiremos a integral de
Lebesgue e provaremos algumas propriedades desta integral. Para provarmos que
toda funcao Lebesgue integravel é também Riemann generalizada integravel usare-

mos a integral de McShane.
O trabalho foi organizado do seguinte modo:

No Capitulo ?? investigaremos a integral de Riemann generalizada, apresentare-
mos alguns exemplos e suas principais propriedades operacionais. Também provare-
mos alguns resultados importantes tais como: o Critério de Cauchy, o Teorema da
Aditividade e o Lema de Saks-Henstock. Além disso, faremos alguns comentarios
sobre integrais improéprias.

No Capitulo ?? trataremos exclusivamente do Teorema fundamental do Calculo -
TFC. Provaremos uma versao mais geral deste teorema e algumas consequéncias do

TFC, como a integracao por partes e as féormulas de substituicao.

No Capitulo 77 provaremos os teoremas de convergéncia: Teorema da convergéncia

monoétona, Lema de Fatou e Teorema da convergéncia dominada.
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No Capitulo ?? definiremos a integral de McShane e provaremos as propriedades
necessarias para mostrarmos a sua equivaléncia com a integral de Lebesgue.

No Capitulo ?? investigaremos a integral de Lebesgue na reta e suas principais
propriedades. E provaremos a equivaléncia entre a integral de McShane e a integral

de Lebesgue.
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Introducao histérica

Inicialmente, no século 17, a integral foi introduzida como uma ferramenta para
encontrar areas e volumes e era considerada como uma soma infinita de quantidades
“infinitesimais” . Foram estas ideias que motivaram a definicao moderna da integral

de Cauchy-Riemman como uma série infinita.

Porém, a abordagem do Célculo, criado por Issac Newton e Gottfried Leibniz,
enfatiza a “relacao inversa” entre diferenciacao e integracao e por todo o século
19, a integral foi essencialmente usada nas aplicagoes como uma operacao inversa
da derivada. Esta abordagem foi fortemente desenvolvida por Newton, que usava
expansoes em séries para obter antiderivadas (ou primitivas) com o objetivo de sim-
plificar os cédlculos de algumas fungoes. Investigando a area da regiao limitada pela
curva y = az™™, Newton mostrou que a derivada da “funcéo area” era o valor da
funcao no correspondente ponto da curva. Este caso especial do Teorema Fundamen-
tal do Cdlculo foi imediatamente estendido para soma finitas de tais fungoes e logo
(erroneamente para os padroes atuais) para fungoes cujas antiderivadas ndo podem
ser encontradas diretamente, mas que podem ser expandidas em séries de poténcias
e integradas termo a termo. O exemplo mais famoso, relacionado com a quadratura

1/2

do circulo, foi a expansao binomial de (1 + x)'/?, apresentada por Newton.

Embora muito matematicos ja estudassem algumas séries especiais, foi Newton
quem consagrou as expansoes em séries como um método universal para representar
funcoes. Para alguns casos, a integracao termo a termo calculava fungoes conhecidas,
como por exemplo, a integracao das séries das funcoes senx, cosx, €, etc, mas

nem sempre funcionava tao bem, como por exemplo, a integracao termo a termo
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~ s . ~ _ 2 ~ ;. ~ .
da expansao em série da funcao e™ nao gerava a série de uma funcao conhecida.
O método de expansao em séries foi muito usado por Newton e seus sucessores,
especialmente Leonhard Euler, e aumentou muito a classe de fungoes estudadas pelos

matematicos da época.

Por todo o século 18, poucos matematicos questionaram a existéncia da an-
tiderivada de uma dada fungao, pois como as integrais eram aplicadas em muitos prob-
lemas da geometria e da fisica, sua existéncia era garantida pela natureza geométrica
ou fisica do problema. Joseph-Louis Lagrange foi um importante critico do uso in-
formal e sem rigor dos “infinitesimais” e dos “fluxos” , afirmando que o resultado
“correto” era sempre alcancado por uma “compensacao de erros” . Em 1797, propos
um prémio para quem elaborasse uma teoria rigorosa do cédlculo infinitesimal. O
préprio Lagrange, assumindo que (exceto, possivelmente, num nimero finito de pon-
tos) toda fungao pode ser expressa por sua série de Taylor, definiu a derivada como o
coeficiente do termo linear. Deste modo, ele acreditava que todos os “infinitesimais”
seriam banidos do Calculo. Infelizmente, o método de Lagrange exige muita regular-
idade da funcao, isto é, a analiticidade da funcao. Com este argumento em mente,
Cauchy apresentou o famoso exemplo de uma funcao infinitamente diferenciavel que

nao tem expansao em série de Taylor. A funcao é a seguinte:
fl@)=e V" se x#£0, f(0)=0.

Vale destacar que nas poucas tentativas, tais como a de Lagrange, de discutir
os fundamentos do Calculo, é a derivada e nao a integral que recebe mais atencao.
Isto nao deve causar surpresa quando recordamos que nesta época os matematicos

tratavam integral como uma antiderivada.

Durante o periodo de 1760 a 1770, aconteceu um estimulante e muito produtivo
debate sobre a expansao em série trigonométrica de uma fungao “arbitraria” . Este
debate originou-se na analise do problema da corda vibrante. Esta polémica discussao,
com participantes da grandeza de d’Alembert, Euler, Daniel Bernoulli, Lagrange e

Laplace, apontou para a definicao vaga e pouco rigorosa dos conceitos de funcao e
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continuidade e enfatizou a necessidade de uma definicao de integral para funcoes cujas

primitivas (ou antiderivadas) ndo poderiam ser facilmente calculadas.

Em 1807, J.B. Fourier, num trabalho sobre conducao de calor, apresentou uma
resposta afirmativa a pergunta: uma funcao “arbitraria”, possivelmente descontinua,
pode ser representada por uma série trigonométrica? Fourier encontrou os coeficientes

da expansao

f(z) =ao+ Zan cosnx + bysenn z,

n=1
usando integragao termo a termo (cuja validade ele nao questionou) na forma de uma

integral. Em particular, o coeficiente ay é dado pela integral de f(z) em [—7, 7]

Em muitos problemas fisicos, f(x) pode ter “bicos” ou ser descontinua. Como, em
geral, tais funcoes nao podem ser representadas pela soma de funcoes algébricas, suas
antiderivadas nao podem ser encontradas. Deste modo, o trabalho de Fourier, que
apresenta um modo de expressar uma classe de fungoes, aponta para a necessidade

de uma reformulagao no conceito de integral, o qual possa incluir funcoes mais gerais.

Em 1814, Augustin-Louis Cauchy publicou um extenso trabalho sobre integragao
complexa, no qual iniciou a mais ambiciosa e influente reformulacao rigorosa do
Célculo. Neste trabalho, Cauchy apresentou uma definicao de integral que resolve
o problema de Fourier. Na definicao de Cauchy, a existéncia da integral depende de
uma propriedade do integrando - sua continudade e nao de uma expansao analitica.
Esta definicao permite que a area sob uma curva f possa ser expressa como uma
integral mesmo no caso que f nao pode ser representada por uma expansao analitica
cuja antiderivada existe. Portanto, os “coeficiente de Fourier” sao rigorosamente
justificados.

Foi P. Dirichlet, continuando as investigacoes de Fourier, quem deu a moderma
definicao de funcao. Dirichlet apresentou, pela primeira vez, as condigoes suficientes
para a convergencia da série de Fourier exibindo um contra-exemplo, ou seja, uma

funcao de nao satisfaz estas condigoes. A funcao, hoje conhecida como funcao de
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Dirichlet, é a seguinte:
f(z) =c¢ sexéracional e f(x) =d# ¢ sex é irracional.

Dirichlet esperava, num futuro préximo, estender o definicao da integral de Cauchy
para uma classe de fungoes com infinitos pontos de descontinuidades, com o obje-
tivo de incluir as expansoes em série de Fourier, porém foi Georg Riemann quem
fez esta extensao, em 1854, no trabalho Uma representacao de funcoes por série

trigonométricas.

Riemann apresentou as condig¢oes necessarias e suficientes para a convergéncia da
série de Fourier. Para isto, considerou qualquer funcao limitada e definiu a integral
como limite (quando existe) de somas finitas quando o comprimento do maior in-
tervalo das subdivisoes tende a zero. Deste modo, Riemann obteve uma classe mais
amplas do que a classe da fungoes integraveis no sentido de Cauchy. Riemann foi
o primeiro matematico a diferenciar série trigonométrica da série de Fourier, dando
exemplo de uma funcao integravel cujo série de Fourier nao converge em nenhum
ponto. Ele também mostrou que existem séries trigonométricas convergentes cujos

coeficientes nao sao os coeficientes de Fourier de uma funcao integravel.

Embora os trabalhos de Cauchy tenham iniciado o tratamento rigoroso do Calculo
ou a “aritmetizacao” da Analise, estes trabalhos nao apresentaram uma teoria sobre
os numeros reais. Duas construgoes do sistema dos ntimeros reais foram elaboradas,
independentemente, por Richard Dedekind, Georg Cantor e Karl Weierstrass, em
1872. Paralelo ao estudo sobre os niimeros reais, seguia o estudo sobre condigoes de
integrabilidade. Neste contexto, Riemann apresentou o seguinte critério de integra-

bilidade:

Para particoes suficientemente finas, o comprimento total dos intervalos
das particoes para 0s quais a variagao da funcdo € maior que um niumero

dado T > 0, € tao pequeno quanto se queira.

Este critério de integrabilidade nao controla todos os pontos de descontinuidade

de f, mas somente aqueles com um “salto” ou “oscilagao” maior do que 7. Usando
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a sequéncia €, = 2 e, é facil verificar que este critério é equivalente a dizer que
o conjunto dos pontos de descontinuidade da funcao é um conjunto com medida

(Lebesgue) zero.

Em 1870, Hermann Hankel, ex-estudante de Riemann, reformulou este critério
de integrabilidade no sentido teoria de medida. Ele associou a cada funcao f, uma
outra fung¢ao (muito parecida com o médulo de continuidade) igual a zero nos pontos
de continuidade e igual ao que chamamos de oscilagcdo da funcao f nos pontos de
descontinuidade. Considerando S, o conjunto dos pontos onde a oscilagao de f é maior
que 7, Hankel mostrou que f é integravel se, e somente se, S, pode ser coberto por

uma cole¢ao finita de intervalos cujo comprimento total é arbitrariamente pequeno.

oo

Lembrando que U Sim = S € o conjunto dos pontos de descontinuidade de
f, tem-se que esta zg;digéo de integrabilidade é equivalente a dizer que S pode
ser coberto por uma colecao enumerdvel cujo comprimento total é suficientemente
pequeno, ou seja, S é um conjunto de medida nula. Esta dltima conclusao sé foi

obtida quando os conceitos da teoria da medida para a integral de Riemann foram

rigorosamente formulados.

Nos anos 1870-1880, a ideia de conjunto “insignificante” do ponto de vista da in-
tegragao nao era claramente compreendida pelos matematicos. De fato, Hankel con-
jecturou (como Dirichlet antes dele) que o conjunto dos pontos de descontinuidade
era denso em nenhum lugar (“nowhere dense”) e iniciou uma confusao sobre o signifi-
cado de conjunto topologicamente insignificante e conjunto insignificante no sentido
da medida. O primeiro exemplo de um conjunto que nao € insignificante do ponto
de vista da integral de Riemann (com contetido positivo) que também é denso em
nenhum lugar foi dado por H. Smith em 1875 e poucos anos depois, Vito Volterra e

Cantor construiram conjuntos similares.

Alguns acontecimentos marcaram a formulagao da integral de Riemann no sen-
tido da teoria da medida, entre eles podemos destacar a grande atencao que os
matematicos da época dedicaram a teoria dos conjuntos, principalmente conjuntos

dos pontos de descontinuidade. As investigagdes de Cantor sobre a teoria dos con-

17



juntos comegaram, quase que ingenuamente, com uma cole¢ao de trabalhos (1871-72)
sobre séries trigonométricas. Nestes trabalhos, Cantor generaliza o seguinte resultado,

provado por Eduard Heine em 1870 :

se uma série trigonométrica converge uniformemente para uma funcao f,
continua exceto num numero finito de pontos de um intervalo limitado,

entao a série é unica

Cantor foi capaz de generalizar este teorema de unicidade, primeiro eliminado
a condicao de convergéncia uniforme e, o mais importante para a teoria de inte-
gragao, estendeu o teorema para conjuntos de primeira espécie. Estes conjuntos tém
a importante propriedade, andloga aos conjuntos finitos, que podem ser cobertos por
uma colecao finita de conjuntos com comprimento total arbitrariamente pequeno. Os
resultados de Cantor iniciaram uma longa etapa de investigacoes centrada na cara-
terizacao dos chamados conjuntos de unicidade, conjuntos para os quais uma série
trigonométrica nao converge para uma dada funcao ou nao converge em alguns pon-
tos, mas a funcao é unicamente representada pela série. Nao ¢é dificil imaginar a
confusao existente nesta época sobre os conceitos de conjuntos de unicidade, con-
juntos insignificantes do ponto de vista da integracao, conjuntos de primeira espécie,
conjuntos densos em nenhum lugar e, na metade dos anos 1870, conjuntos enumeraveis

€ nao enumeraveis.

Nos anos 1880, muitos exemplos e contra-exemplos de conjecturas incorretas foram
construidos, em particular foi finalmente provado que, embora todo conjunto de
primeira espécie seja denso em nenhum lugar, a reciproca é falsa (o conjunto de
Cantor é um exemplo). Este resultado mostrou ser falsa a conjectura que afirmava
serem de primeira espécie os conjuntos insignificantes no contexto da integracao.

Finalmente, com a introducao do conceito de conteido exterior, a investigagao
comecou a caracterizar o conjunto dos pontos de descontinuidade de uma funcao
integravel no sentido da medida. Nesta época muitos matematicos franceses inves-

tigavam os conceitos da teoria da medida, ignorando os trabalhos de Cantor (ou
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fazendo oposigao a este), entre eles podemos destacar Camille Jordan, Emile Borel,
Louis-René Baire e Henri Lebesgue. A principal motivacao de Jordan ao introduzir a
nocao de conteudo de um conjunto foi sua tentativa, em 1881, de definir integral de
Riemann bidimensional. Na edigao deste ano do seu livro Cours d’analyse, Jordan
investigou a integral da fungao f(x,y) numa regido plana limitada por uma curva
fechada. Na sua aproximacao da area por somas, Jordan assumiu que os termos
f(z,y)AA poderiam ser desprezados quando o correspondente retangulo da parti¢ao
intecectasse a curva fronteira. Naturalmente, esta afirmacao é equivalente a assumir
que a soma destes termos tende a zero quando a norma da particao tende a zero, ou
seja, que a a curva fronteira tem conteudo exterior bidimensional zero. Provavelmente
a descoberta, por Giuseppe Peano, de sua famosa curva que preenchem o espaco, uma
curva continua que passa por todos os pontos de um quadrado, fez com que, na versao
de 1892 do seu livro, Jordan considerasse a condicao da curva fronteira da regiao de
integragao ter conteiido zero. Deste modo, Jordan foi capaz de definir a integral de
Riemann no sentido da medida: a partigao do intervalo [a, b] numa cole¢ao finita de
intervalos foi substituida por uma cole¢do finita de conjuntos mensurdveis (isto é,
conjuntos cujo conteido interior e exterior sao iguais). Esta definigdo gera a mesma

classe de funcoes integraveis que a definicao de Riemann.

Outro fator que influenciou a reformulacao de Jordan da definicao da integral de
Riemann foi a introducao, nos anos 1870, de soma superior e inferior de uma funcao
limitada e uma particular particao do intervalo de integracao. Mais significante ainda
foi a observacao que, mesmo quando a funcao nao é integravel, o infimo e o supremo
destas somas, tomados sob todas as partigoes de [a, b, existem. Estes nimeros, usual-
mente chamados de integral superior e integral inferior, respectivamente ou simples-
mente de integrais de Darboux foram introduzidos, em 1881, por Volterra. Quando
estes nimeros sao iguais, a funcao é Riemann integravel. Os matematicos da época
perceberam que para uma classe mais ampla de conjuntos mensuraveis esta igual-
dade poderia ser obtida. Esta foi a principal motivacao de Lebesgue para substituir

aditividade finita por aditividade enumerdvel.
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Em sua tese sobre fungoes complexas, publicada em 1894, Borel introduziu a
nocao de medida aditiva enumerdvel (substituindo coberturas finitas por coberturas
enumeraveis), mas nao introduziu uma nova integral. Deste modo, na metade dos anos
1890 ja estavam criadas todas as técnicas necessarias para a generalizagao da integral
de Riemann: nocoes da teoria dos conjuntos e nocoes da teoria da medida, difundida
na Franca pelo livro de Jordan e a generalizacao de “medida Riemann aditiva finita”
por “medida Riemann aditiva enumeravel”. Além disso, na edicao de 1892, o livro
de Jordan traz uma discussao detalhada sobre funcoes de variacao limitada, tema

importante na teoria de diferenciacao e na discussao sobre comprimento de curvas.

Paralelamente, mostrou-se que a integral de Riemann nao era suficientemente
geral para expressar, por exemplo, o comprimento de todas as curvas retificaveis:
comprimento de arco é dado pela integral de /14 (f’)?, e logo, o conjunto dos

pontos de descontinuidade de f’ tem medida zero.

Em 1884, L. Scheeffer apresentou uma curva retificivel com f’ descontinua em
todos os pontos, e portanto, uma curva cujo comprimento nao pode ser dado pela

integral de Riemann.

Outra caracteristica insatisfatéria da integral e Riemann é nao preservar a relacao
“inversa” entre integral e derivada, o Teorema Fundamental do Cdlculo. A integral
de Cauchy foi definida somente para funcoes com, no pior dos casos, “saltos” de
descontinuidade finitos, diferenciavel, exceto nos pontos de descontinuidade e com
derivada igual ao integrando. Para a integral de Riemann, o Teorema Fundamental
do Calculo pode falhar, pois o conjunto dos pontos de descontinuidade do integrando
pode ser denso. Além disso, em 1881, Volterra apresentou uma funcao cuja derivada

¢é limitada, mas nao é Riemann integravel.

Usando os novos conceitos da teoria dos conjuntos, Baire (um ex-estudante de
Volterra) elaborou o primeiro estudo geral das fungdes descontinuas. Este trabalho é
citado (veja, por exemplo, [?]) como a continuagao das investigagoes iniciadas nos anos
1870 e 1880 por U. Dini, C. Arzela e G. Ascoli, sobre o limite de seqiiéncias de fungoes

continuas. Baire, caracterizou a classe dos limites descontinuos de func¢oes continuas,
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classe By, em termos dos pontos de descontinuidade das funcoes limites. Em par-
ticular, sua prova de que todas as derivadas pertencem a B, (a classe das fungoes
continuas) ou a By junto com o fato de que muitas fungdes de B; sdo descontinuas
em todos os pontos, e portanto, nao sao Riemann integraveis (um reflexo da incomple-
tude do espago das fungoes Riemann integraveis) influenciou os mateméticos da época
a buscarem uma extensao da integral. Na sua classificagao de fungoes continuas, Baire
introduziu o conceito de categoria e estudou os conjuntos {f > «}, depois usados por

Lebesgue na investigagao de conjuntos mensuraveis e fungoes mensuraveis.

Em 1902, Lebesgue definiu, em sua tese de doutorado, uma integral para fungoes
limitadas considerando as parti¢oes na imagem da funcao e nao no seu dominio, com
¢é o caso da integral de Riemann. Neste método precisamos considerar a mensurabi-
lidade dos conjuntos {z; yx—1 < f(x) < yr} que, em geral, sdo conjuntos Riemann
mensuraveis. O principal teorema provado por Lebesgue, chamado Teorema da Con-
vergéncia Dominada é a propriedade mais importante da integral de Lebesgue, que
“corrige” uma falha significativa da integral de Riemamm. Além disso, Lebesgue

recuperou o Teorema Fundamental do Calculo para derivadas limitadas.

Em 1912, Arnaud Denjoy estabeleu uma extensao deste resultado para derivadas
ilimitadas de fungoes continuas. Portanto, na teoria de integracao de Lebesgue temos
que a integral indefinida de f é quase sempre diferenciaveis e igual a f mesmo quando

f é descontinua em todos os pontos do seu dominio.

Lebesgue foi capaz, com sua integral, de calcular o comprimento de qualquer
curva retificavel e, também estender o conceito de area. Nos trabalhos seguintes,
Lebesgue investigou a série de Fourier. Em 1903, estendeu o Lema de Riemann
para a sua integral estabelecendo novas condigoes suficientes para a convergéncia da
série de Fourier e mostrou a sua convergéncia termo a termo. Em 1904, Lebesgue
provou que toda funcao absolutamente continuas é uma integral indefinida. Apesar
de alguns defeitos, a teoria de medida de Lebesgue e a integral de Lebesgue foram
imediatamente aceitas e a integral aplicada em varios problemas. A teoria da medida,

que foi chamada “nova teoria dos conjuntos” foi amplamente investigada e melhorada.
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A versao do Teorema Fundamental do Calculo - TFC, tanto para a integral de
Riemann quanto para a integral de Lebesgue, exige que a derivada seja Riemann ou
Lebesgue integravel. Esta restricao estimulou a busca de uma teoria de integracao
na qual o TFC fosse estabelecido de forma mais geral. Nos anos 1910, Oskar Perron
e Denjoy desenvolveram integrais diferentes, estendendo a teoria de Lebesgue, para o

qual a TFC é geral. Posteriormmente, mostrou-se que estas integrais sao equivalentes.

Nos anos 1957-1968, J. Kurzweil e R. Henstock, independentemente um do outro,
fizeram uma “simples” modificacao na defincao classica da integral de Riemann e
definiram uma “nova integral” , conhecida como integral de Riemann Generalizada
ou Integral Gauge ou ainda integral de Henstock-Kurzweil, que tem a mesma poténcia

da integral de Lebesgue e a simplicidade da Integral de Riemann.
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Capitulo 1

Integral de Riemann generalizada

1.1 Particoes e medidores

Para definirmos a integral de Riemann Generalizada, precisamos de algumas
definicoes iniciais, como a de particao refinada e de medidor. Chamamos de particao
de [a,b] C R a colecao de pontos P = xg, 21, -, x, tal quea =g <y < -+ < &, =
b; de cada subintervalo I; = [z;_1,;], com i = 1,2,--- n da particdo P, podemos
escolher um ponto ¢; pertencente a ele, que chamaremos de rétulo do subintervalo.
Ao conjunto dos pares ordenados {(/;,t;)}, onde I; ¢ um subintervalo da partigao e

t; € o rotulo a ele associado, chamaremos de particao rotulada e denotaremos por

P.

Definimos medidor ou calibrador de um intervalo I, uma fungao estritamente posi-
tivad : I — R paratodot € I. O intervalo ao redor de ¢t € I controlado pelo medidor
(calibrador) ¢ é o intervalo B[t,d(t)] = [t — §(t),t + 6(t)]. E sendo P= {(L;, t:) }
uma particao rotulada de I, dizemos que ela é refinada pelo medidor ou ¢ - refinada

se

L Clti —0(t;), ti +6(t;)], Vi=1,..,n.

Uma subpartigio de um intervalo I = [a,b] C R, é uma colegao {J;}3_, de inter-

valos fechados e nao sobrepostos de I. Uma subparticao rotulada de I é uma colecao
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7.30: {(Jj,tj)}5=1 de pares ordenados, {J;}3_; que formam uma subpartigao de I, e
rétulos t; € J; para j=1,2,...,s.

Se 6 é um medidor em I, dizemos que a subparticao rotulada 7.30 é 0 - refinada se
Jj - [tj—(5<tj),tj+(5(tj)] pCZT’Clj: 1,2,...,8.

Um questionamento que fazemos é: dado qualquer medidor de um intervalo com-
pacto, sempre vai existir uma particao refinada por ele? A resposta é sim, e o resultado

que nos garante isso é o Teorema de Cousin:

Teorema 1.1 (Teorema de Cousin) Se I = [a,b] C R é um intervalo nao degen-
erado e compacto e §(t) um medidor de I, entdo existe uma particio de I que € J-

refinada.

Prova: Suponha por contradigao que o intervalo [a,b] ndo tenha nenhuma particao

(a+Db)
2

d-refinada e considere ¢ = . Entao, dividimos o intervalo [a, b] em |a, c] e [c, b].
Notemos que pelo menos um desses intervalos nao possui uma particao d-refinada,

pois se os dois tivessem, a uniao seria uma parti¢ao d-refinada de [a, b].

Seja I'' = [a,c]. Se I' ndo tem uma parti¢ao d-refinada, tomamos I' = |[c,b).
Vamos considerar a notacao I' = [a1, c1] e bisseccionar [ I tomando ¢; = @'
Suponha que I? = [a,¢;] ndo tem uma particao d-refinada, considere I? = [ay, co]
bisseccione 12,

Repetindo esse processo, obtemos uma sequéncia (I™) de subintervalos compactos

e encaixados de I, ou seja,
[a,b)=ID>I'"D>---DI" DI >...

Aplicando a propriedade dos intervalos encaixantes, temos que existe um tnico
&€ 1" Vn. Como §(§) > 0, pela propriedade Arquimedidana, temos que existe p € N

tal que
(b—a)
o

< 0(8).
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Logo, IP C [€ — §(£),£ + 6(€)] e o par (IP,€) é uma partigdo d-refinada de IP. Mas,
isso contradiz o fato dos subintervalos I™ nao terem particoes d-refinadas. Portanto,

dado qualquer medidor ¢ de um intervalo [a, b] existe uma partigdo d-refinada de 7.1

1.2 Integral de Riemann

Defini¢ao 1.1 Seja I = [a,b] e uma funcao f: 1 — R. Dada uma parti¢ao rotulada
P= {([xi—1, ], t:) }1y de I, definimos a soma de Riemann da fungdo f com a particao
P por

Zf(ti)(xi — Ti1).

Com isso, listamos abaixo algumas propriedades da soma de Riemann que serao
lteis em algumas demonstragoes posteriores. Para isso, consideremos uma particao

rotulada 7.3 de [a, b], f,g fungoes, e ¢ € R entao:
L S(f +9.P) = S(f.P) + 5(9.P):
2. S(cf,P) = cS(f,P);
3. Se f(x) < g(x), Vz € [a,b] entao S(f, 7.3) < S(g,7.3).
Feito isso, podemos definir quando uma funcao é Riemann integréavel.

Definicao 1.2 Uma funcao f : I — R € Riemann integrdvel se existe T € R tal que

para todo € > 0 existe um numero 6. > 0 satisfazendo
Vi, (1) < 6. = (S(f, P) —z‘ <e.
para toda parti¢ao rotulada P= {(L;, t;)}y de I com U(1;) = x; — x4

b
Representaremos o numero Z por R / f
a
Observe que para a integral de Riemann, o medidor §(t) é constante e igual a ¢..

Uma caracterizacao da integral de Riemann que nos sera muito ttil é o Critério

de Lebesgue.
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1.2.1 Critério de Lebesgue

Para compreendermos melhor esse critério, precisamos de duas nocoes da Teoria

da Medida, que sao: conjuntos de medida nula e propriedade quase sempre.

Definicao 1.3 (Conjuntos de Medida Nula) Um conjunto A C R tem medida

nula se Ye > 0 existe uma cobertura enumerdvel {I,}52, tal que A C U I, e

n=1

ZE([n) < e com I, = (an,by), {(I,) = b, — a,, Yn € N.
n=1

Exemplo 1.1 Todo conjunto A C R enumerdvel possui medida nula.

De fato, dado € > 0, arbitrario e, sendo {ry,k € N} uma enumeragio desse

> € €
conjunto, podemos tomar a cobertura U Ji, com J = (T‘k — 2k+1,7’k + 2k+1), logo,
k=1
AcC U Ji com ZE(Jk) < e. Portanto A é de medida nula. |
k=1 n=1

Definicao 1.4 Uma propriedade é dita ser verdadeira quase sempre se o conjunto no

qual ela € falsa é um conjunto de medida nula.

Agora, enunciaremos sem provar (a demonstragao pode ser encontrada em [?]) o

critério de Lebesgue:

Teorema 1.2 (Critério de Lebesgue) Seja f : [a,b] — R uma fungdo limitada. f

¢ Riemann integravel se, e somente se, ela é continua quase sempre.

1.3 Integral de Riemann generalizada

Definicao 1.5 Uma funcdio f : I — R é Riemann Generalizada integrdavel em I se

eziste C € R tal que para todo € > 0 existe um medidor .(-) de I satisfazendo
Vi, (L) < 5:(t) = |S(f.P) €| <&
para toda particao rotulada 7.3: {(L;, t:)}y de I com U(I;) = x; — xi_1.
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b
Representaremos o ntimero C por RG / fdxr e R*(I) o conjunto das fungoes
a

Riemann generalizada integréaveis.

Por simplicidade, usaremos a seguinte definicao de integral de Riemann Gen-
eralizada, que é baseada no conceito de d-refinamento da particdo com relacao ao

controlador.

Defini¢ao 1.6 (Integral de Riemann Generalizada) Uma fungio f : I — R €
Riemann Generalizada integrdvel em I se existe C € R tal que para todo € > 0 existe

um medidor 6.(-) de I satisfazendo

1S(f.P)—C|<e. (1.1)

para toda particao rotulada O.-refinada 75: {(L;, t;)}y de I.

Lembre que, uma partigao rotulada d-refinada de [ significa que temos uma

partigdo rotulada de I satisfazendo t; — 0(t;) < x;—y < t; < x; < t; + 0(t;) para

cada subintervalo I; = [z;_1,z;]. Note que £([;) = x; — x;_1 < 20(t;), 1 <i <n.

A prova que as definicoes 7?7 e 7?7 sdo equivalentes pode ser encontrada em
(7, p.12].

No que segue, mostraremos que se C existe entao é unico.
Proposicao 1.1 Se C existe entao é unico.

Prova: Suponha que existam C e C’ tais que C # C’. Seja € > 0.

Entao, existem medidores § e ¢’ de I tais que para toda particagao P rotulada

d-refinada e ¢’-refinada, repectivamente, tem-se

S(f,P)—C| <&, [S(f,P)—C|<e.

Portanto, para ¢” = min{é,d’}, tem-se que 6”(-) é um medidor de I. Assim, para

toda particao rotulada ¢”-refinada 7.3 de I (e, logo, d-refinada e ¢§'-refinada) tem-se
C=C<|C=S(f,P)I+I[S(f.P)=C| <2
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Escolhendo € =

c-C
| 3 | > 0, obtemos

2
c-cl<zle-cl

que é uma contradigao. [ |

Agora, apresentaremos alguns exemplos de fungdes Riemann generalizada in-

tegraveis.

Exemplo 1.2 A funcdo constante f(x) = ¢ é Riemann Generalizada integrdvel em

I =la,bl.

De fato, seja 73: ([zi—1, @3], ), qualquer particao rotulada de I. Entao, a soma de

Riemann dessa partigao é

n

S(P) = Y St —xi0) = Y el —wima) = elb— ).

=1

Consideremos J. = 1. Se P é uma partigao d.- refinada, entao |S(f, 7.3) —c(b—a)| =
b
0<e, logo, feR e Rg/ f =c(b—a). E escrevemos:

b
RQ/ fdx = c(b—a).

Exemplo 1.3 A funcio g(x) = x* é Riemann Generalizada integrdvel em |a,b] e
b
1
Rg/ r? = g(b3 —a®).

ZL‘S

De fato, considere a funcao auxiliar G(z) = 3 Dado uma particao rotulada Q=

{([i_1, 7], ;) }, vamos usar que G'(z) = g(x) = z*

e 0 Teorema do valor médio.

Portanto, existe ¢; € (z;_1,z;) tal que
G(z;) — G(zi—1) = g(ci) (@ — 25-1).

Além disso,



Agora, dada uma particao rotulada o.-refinada é: {([xiz1, xi], t;) }7, de I, com

d. = d constante e usando (?7?) tem-se

n

G(b> - G(a) - S(f7 Q) = Z 01'2(171' - %'71) - Ztiz(%q - xz)

=1

= Z[CZ'2 — tf](.l‘l — (L’Z‘_l).

=1

Entao,

G(b) — G(a) — S(F, é)] < Z le2 — t:2|(2i — Tio1).

Agora |¢;? — t;%| = |¢; — ti]|c; + ], e, como 1 6 d.-refinada segue que |c; — t;| < 26.
Tomando a = max{|al, |b|} e usando a Desigualdade triangular obtemos |¢; + ;| <

lei] + |t:] < 2. Portanto,
G(b) — Gla) — S(, é)\ < dad(w; — wi) = 4ad(b - a).
=1

Assim, para £ > 0 arbitrario e tomando J.(t) = tem-se g € R*(I) e

€
4a(b — a)

b — a?

b
RQ/ g=G(b)—Gla) = 3

[ |
Proposicao 1.2 Toda funcao Riemann integrdvel é Riemann Generalizada integrdvel.

Prova: Como f é Riemann integravel em I = [a, b] existe um nimero Z tal que para

todo € > 0 existe § > 0 satisfazendo
Vi, (1) <8 = ‘S(f,f?) —I‘ <e

para toda particao rotulada 7.3 de I com ¢(I;) = x; — x;_1.
Considere o medidor d.(t) = 0/2, Vt € I. Seja Q= ([yj_l,yj],tj)jzl qualquer
partigao rotulada d.-refinada de I (a existéncia desta particao é garantida pelo Teo-

rema de Cousin). Entao, y; — y;—1 < 2d(¢;) < 6 e, logo,

n

S )y —yi) —T

j=1

< €.
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b
Portanto, f é Riemann Generalizada integravel e RG / fdex=1T. [ |

Mas a reciproca da Proposicao 7?7 nao é verdadeira. De fato,

Exemplo 1.4 Consideremos a func¢ao de Dirichlet, em [0,1], definida por

1 se teQnJo,1],
0 se t¢QnNI0,1].

ft) =

1
Vamos mostrar que f é Riemann generalizada Integrdavel com RQ/ f=0.
0

De fato, sejam {ry : k € N} uma enumeragao dos racionais em [0, 1] e £ > 0 dado.
Considere o seguinte medidor:

9
5 — W Se t:’f’k,
e =

1 se t¢QnJo,1].
Vamos analisar somente os rotulos ¢; racionais, pois a contribuicao dos irracionais
serd nula na soma de Riemann. Se t; é racional entao t; = ry, para algum k € N, logo
[
rr € o rotulo de algum subintervalo I;. Como P é uma particao rotulada d.-refinada,
temos

I; C g — 0c(rk), 71+ 6(71)]

com ((I;) < 20.(rg) = %. Portanto,

ISP = D Ft) i —ai)| < 3 5 ==
i=1 k=1
. 1
Logo, |S(f,P) — 0| <e¢, o que implica f € R*([0,1]) e Rg/ f=0. [ |
0

Portanto, concluimos que a integral de Riemann Generalizada é uma extensao

da integral de Riemann. Por simplicidade, se uma func¢ao for Riemann generalizada
b

integravel diremos apenas que é integravel e usaremos a notacao / f. As outras
a

integrais terao notacoes especiais.
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1.4 Propriedades operatérias da integral

Teorema 1.3 Considere as fungoes f,g € R*(I) definidas de [ em R e c € R, entao:

() f+geR(D) e /f+g /f+/g,
(ii) cf € R*(I) /cf—c/ f:

(iii) Se f(z) >0, Ve e [ entao/ f>0;

b b
(iv) Se f(z) < g(x), Vx eI entdo/ f §/ g

Prova:
(i) Seja e > 0. Como f e g sao integraveis existem medidores §'(t) e §”(t) de [

tais que para toda parti¢ao rotulada §’-refinada P= {([wi-1, 2], t:) } 7y tem-se

’S(f,f?)—/:f

e para toda partigao rotulada ¢”-refinada P= {([zs_1, 2], ;) }1 | tem-se
. b
‘S (9,P) — / g

Tomando d.(t) = min{d’(¢), 6" (t)} temos que 6(-) é um medidor de I. Assim, para

<

DO ™

€
< -
-2

toda particao rotulada d.-refinada 7.3 de I (e, logo, ¢'-refinada e §”-refinada) tem-se

n

S(f+9,P) = S+ )t i — i)
= Z J(ta)(zs — w21) + Z g(ti)(x; — xiq)

— S(f,P)+5S(g,P).

Portanto,

suad=([1+[5)

IN
R
P
Je

- [ 1]+ [sap o

IN



Logo,f+g€7€*(])e/abf+g=/abf+/abg

(ii) Sejam £ > 0 e ¢ # 0. Como f é integravel existe um medidor ¢’ tal que
. b
b - [ 1
para toda particao rotulada ¢’-refinada 73 {(L;, t;) }y. Assim,
b
( )
B~ [ 1] sl <4

com €1 = |c|e > 0. Portanto, ¢ f € R*(I) /cf—c/ f

<e

‘S(cf,f?)—c/abf

(iii) Seja € > 0. Como f é integravel existe um medidor ¢’(¢) tal que para toda

particao rotulada ¢’-refinada P= {(L;, ;) }7-, tem-se

<e.

’S(f,f?)—/abf

Além disso, f(x) >0, Vx € I, o que implica
i=1

° b b
LOgO,OSS(f,P)S/ f+e Ve>0. Portanto,/ f>0.

(iv) Considere a fun¢ao h = g— f. Por (i) temos que h é integravel. Como h > 0,
b

segue de (iii) que / h > 0. Entao,
b b b b b
[n=[a=[rz0=[o=[7

Como consequéncia do Teorema 7?7 temos os seguintes coroldrios:
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Corolério 1.1 Se f e R*(I) em < f(x) < M, Ve € I = [a,b] e m, M € R entdo

m(b—a)g/ f<M(b—a).

b b b
Prova: Sendo m < f(z) < M, Vx € I segue de (iv) que/ m §/ f g/ M e
10g07 a a a
b
m(b—a) s/ f < M(b-a).

Corolario 1.2 Se f e |f| sdo Riemann Generalizada integraveis entdo

/abf s/ablfl-

Prova: Das propriedades de valor absoluto, segue que —|f(z)| < f(z) < |f(z)] e

[

usando (iv) tem-se

—/j!ﬂs/:fs/:rfr:» s/:rfr-

1.4.1 Resultados importantes

Teorema 1.4 (Critério de Cauchy) Uma funcio f : I — R é Riemann Genera-
lizada integravel se, e somente se, para todo € > 0 existe um medidor n. em [ tal que

se P e Q sao quaisquer particoes n.-refinadas entao
1S(f,P)=S(f, Q) <e.

Prova: (=) Se f € R*(I) com integral Z entao existe um medidor d: tal que se Pe
Q sao partigoes ds-refinadas de I tem-se

DO ™
DN ™

Fazendo n.(t) = dz(t) para ¢ € I entdo 7.3 e Q sao partigoes n.-refinadas e

IS(f,P) = S(f, Q)| < |S(f,P) =] +[S(f,Q) —T| < =+ = =e.

DO | ™
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(<) Para cada n € N, considere um medidor ,, tal que se P e Q sao partigoes

o,-refinadas entao

S(f,P) = 5(f, Q)| <

S e

Podemos assumir que 6,,(t) > d,41(t) em I e n € N; caso contrario substituimos
0/ (t) = min{0y(t), --,0,(t)} em I. Para cada n € N seja P, uma partigdo d,-

refinada. Claramente se m > n entao P,, e P, sao partigoes d,-refinadas, e logo,

S(f,Pu) — S(f, Pw)| < = para m > n. (1.3)

SRS

Portanto, sequéncia (S(f, 7.Dm))2f:1 ¢ uma sequéncia de Cauchy em R, e logo,

convergente. Seja Z = lim S(f, 7.3m) Passando o limite em (??) obtemos
m—r00

. 1
[S(f;Pa) =ZI <~ VneN,

Agora, podemos mostrar que Z é a integral de f. Para isto, sejam ¢ > 0e K € N
2 °

tais que K > — > 0. Entao, para qualquer particao dx-refinada Q tem-se
€

S(f,Q) =T < [S(f,Q) = S(f, Q)| +|S(f, Ox —T)|

< 1 n 1 -
=+ =<e
- K K
b
Portanto, a funcao f é integravel e / f=17 [ |

Teorema 1.5 (Teorema da aditividade) Considere f : I — R e seja ¢ € (a,b).
Entao, [ € integravel se, e somente se, as restrigoes de f aos intervalos |a,c] e [c,b]

sao também integraveis. E nesse caso, tem-se

/abf:/:ﬂ/:f (1.4)

Prova: (<) Sejam f; e f; as restri¢oes de f aos subintervalos I} = [a,c] e Iy = [c, b],
e suas integrais Z; eZ,, respectivamente. Entao, dado ¢ > 0 existe um medidor ¢’
em I; e um medidor ¢” em I, tal que para toda particao ¢’-refinada P; de I; e toda

particao ¢”-refinada 7.32 de I, tem-se

|S(f1,7.71) -7 < g, |S(f277.72) — 1| < %
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Vamos escolher o medidor 6(¢) em [a, b] do seguinte modo:

min {(5;(15),@} se t € Ja,c),
6(t) = § min{d.(t),8”(t)} se t=c,

min {5;’(75),%} se t € (cbl.

(

\

Seja 7.3 uma partigao d.-refinada de de [a,b] entdo o ponto ¢ é rétulo de pelo menos
um subintervalo de 7.3 Podemos rearranjar os subintervalos da particao de tal modo
que c seja rotulo de dois subintervalos e portanto um ponto da partigao 7.3

Sejam 7.31 a particao de Iy que consiste dos pontos da particao 7.3 NI e 7.32 a
particao de I, que consiste dos pontos da particao 7.3 N 1I,. Entao

S(f,P) = S(f,P1) + S(f, Pa).

L] °
WY 4 Sl .
Como P, é d.-refinada e Py é ¢ -refinada, concluimos que

€

IS(£.P) = (T + )| < IS(F1,P1) = Tl + [S(fo P2) = Tl < 5 + 5

= E£.

Logo, f é integravel em [ e a relagao (?7) é verdadeira.

(=) Reciprocamente, suponha que f é integravel entdo para todo € > 0 existe
um medidor 7. que satisfaz o Critério de Cauchy. Como na prova acima, sejam f;
a restricao de f a I = [a,c|, n.(t) a restricao de n.(t) a Iy, P1 e él particoes 7.-
refinadas de I;. Podemos estender as particoes 7.31 e él as particoes 7.3 e é de I que
sao n.-refinada e se usarmos os mesmos pontos e rétulos em I, para ambas parti¢coes
7.3 e é concluimos que
S(fP1) = S(f1, Q1) = S(f,P) - (£, Q)

Mas 7.? e Q sao n.-refinadas e pelo Critério de Cauchy obtemos

1S(f1,P1) — S(fi, Q)| < e

Portanto, f; é integréavel em ;. Analogamente, f, é integravel em I5 e a relagao (?77)

¢é obtida como na primeira parte do teorema. [ |
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Corolario 1.3 Se f € R*([a,b]) ese a = ¢y < 1 < g < -+ < ¢, = b, entdo as

restrigoes de f a cada subintervalo [c;—1,¢;| sao integrdveis, e

b n e
[r=x].

Ideia da prova: A prova desse corolario é feita por indugao matematica. n = 1
foi provado no Teorema ??7. Suponha que vale para n = k e mostre que vale para
n==k+1.

A prova do seguinte resultado pode ser encontrada em [?]:

Teorema 1.6 (Teorema do Confronto) Uma funcdo f € R*(I) se, e somente se,

Ve > 0, existem fungoes . ,. € R*(I) com p.(x) < f(z) <t.(x) Vr eI tais que

/ab(% — ) <e.

1.4.2 Lema de Saks-Henstock

Na definigao da integral de f em I = [a,b] temos que para todo € > 0 existe um
medidor . de I tal que se 7.? é uma particao d.-refinada de I entao a soma de Riemann

S(f; 7.3) satisfaz a desigualdade
. b
s(riB) - [ fl<e

O Lema de Saks-Henstock garante que o mesmo “grau” de aproximacao vale para
qualquer subparticao de I. Uma subparticao do intervalo I é uma colecao de intervalos

fechados, disjuntos dois a dois {J;}5_, de I.

Lema 1.1 (Saks-Henstock) Seja f € R*([a,b]). Para todo € > 0 seja 0. o medidor

em I tal que se 7.3 € uma particao 0.-refinada de I entao
. b
s(riP) - [ fl<e (15)
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Se 7.30: {(Jj,t;) 7 =1,2,...,8} € uma subparti¢io d.-refinada de I entao

g{f(tj)ﬁ(Jj)—/ij} = ‘S(f;ﬁ())_/(f(f,;wf‘ <e (1.6)
com U (Po) U‘]J’ S(f;Po) Zs:f(tj)g(Jj) e/U(;DO)f:ZS:/Jj f.

Prova: Sejam K, Ko, ..., K, subintervalos fechados de I tais que {J;} U {K}}
formam uma particao de I. Seja a > 0 arbitrario. Como as restrigoes de f a cada
subintervalo K, sao integraveis, existem medidores J,; em K} tais que se partigao

Q). € uma particao 0, -refinada de Kj, entao

507,00 - f' <o (1.7)

Podemos assumir que d, x(x) < 0.(z), Vo € K. Seja ]/.\/:7.30 U Q; U..UQ,, uma
particao rotulada de I. Entao, ]/.V é o, - refinada e a inequagao (?7) é vélida para V.V

Além disso, nao é complicado obtermos

S(FW) = S(f, Po) + S(f, Q1) + .. + S(f, O,

/abf:/U(fao)Jr K1f+...+ Kmf.

Consequentemente,

\S(f,ﬁw—/mf' _ {sw’w—ism éw} - {/f—i/}(f}‘

@ k=
(1.8)
Combinando (??) e (??) com (?7) obtemos
S(fﬂso)—/ . f‘ Se—i—m(g) =e+a.
U(Po) m
Como a > 0 é arbitrario, o resultado segue. [ |
Corolario 1.4 Com as hipoteses do Lema de Saks-Henstock, temos
> ey - [ )< (19)
j=1 Jj




1.5 Integral imprépria em intervalos limitados

Nosso objetivo nesta secao é fazer algumas observagoes sobre “integrais improprias”

na teoria da Riemann Generalizada em intervalos limitados.

Sabemos que uma fungao Riemann integravel é limitada (isso nao é necessariamente
o caso para fun¢oes Riemann Generalizada integréveis) e para integrarmos fungoes
ilimitadas em intervlos limitados usamos um processo de limite. Por exemplo, a
funcao

1
— se O<z<1,

fla)y =4 V= (1.10)

0 se x=0.

¢ Riemamm integrével em [a, 1] para todo a € (0, 1] e portanto podemos considerar
a integral “imprépria” de f em [0, 1] dada por

! b L
/O%dx— lim/a ﬁda:: lim 2v/x :ali>r(1)1+(1—2\/5):2.

a—0t a—0t a

Este processo de limite nao é necessario no contexto da integragao Riemann Ge-

neralizada. Para ilustrar, considere o seguinte exemplo:

Exemplo 1.5ISeja f a funcao definida em (??). Entao, f é Riemann Generalizad
integrdvel e / f=2.

De fato, pﬁz’mez’m vamos analisar a funcao perto de zero. Sejame > 0e0 < x < 1.
Entao, do cdlculo elementar sabemos que a integral em [0,z] € 2+/x. Assim, se
tomamos um medidor 0.(t) tal que (t — d.(t),t + 0.(t) C (0,t), Vt € (0,1] entdo para
uma particao rotulada d.-refinada 7.3 de [0, 1], o rétulo associado ao subintervalo de 7.3
que contém o zero € um rotulo nulo. Assim, tomando para o rétulo zero (—1—2, ;—Z)

temos
€

[FO0) (@1 = 0) = 2y] =2y < 2@ ==

e €
0 LI
sempre que [0, x1] C ( 6 16)

Portanto, se 0 < u < v < 1 temos que a integral em [u,v] € 2/v — 23/u. Logo,
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para z € [u,v] tem-se

f)v—u)—2yv—-2yu)| = (v—u) %_L

v | VAT V) — 2
2 VU4 Vu

v—u | VR A+ Vu) - 22

< p, 7z
< Y
< (Ve - VEL+ IV - VE)

N

F —u) - (i —2vi)| < ‘“(f;f+ﬁ;“f)

< U;u <v\;; N z\;;)

(v —u)?
2/3
23/2
Isso sugere que tomemos 0(z) = 1€ facamos (z — 6(z),z 4+ 6(2) N (0,2)) para

z > 0. Assim, para particdo rotulada é.-refinada P= {([s, wig1], ) Y14 com z9 = 0,

Tnr1 = 1 e tg =0, pelos cdlculos acima, temos que

S -2 = Zf )(@is1 = 21) = (/o1 — 2v/7)

< 2y + Z [t (@i — 1) — (231 — 29/7)
$1+1 - xz

= 35 + Z 3/2
xz—&—l

< 3 + Z 3/2 20(t:)

< 4 Zn: e(rip1 — xy) <

= —<e
S 5 5 <

i=1
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Observe que devido a singularidade de f no zero, o medidor é mais “refinado”
préoximo do zero do que préximo do 1, ou seja, controlando os comprimentos dos
subintervalos somos capazes de controlar o “comportamento” da funcao. Sabemos
que para a integral de Riemann nao é possivel controlar o comportamento local da
funcao.

O seguinte resultado (cuja prova pode ser encontrada em [?, p. 25]) mostra que
qualquer funcao que tem integral imprépria no sentido de Riemann ¢ Riemann Ge-

neralizada integréavel.

Teorema 1.7 (Teorema de Hake) Seja f : [a,b] — R. f é integrdvel em [a,b] se,

e somente se, para todo B € (a,b) a restricio de f ao intervalo [a, ] € integrdvel e

B
lim / f=TekR. (1.11)
B—=b= S,
b
Neste caso, / =17
b
Observacaoo 1.1 No Teorema de Hake, podemos considerar também lim f para

+
a—a o

todo o € (a,b).

Observe que, pelo Teorema de Hake, a integral de Riemann Generalizada ndo €
estendida por um processo de limite como em (??7). Portanto, nao existe “integral
impropria” na teoria de integragao Riemann Generalizada para intervalos limitados.
Podemos mostrar que isso também ¢é verdadeiro para intervalos ilimitados. Este
resultado é uma diferenca significativa entre a integral de Riemann Generalizada e as

integrais de Riemann e de Lebesgue.

Vamos aplicar o Teorema ?? no seguinte caso:

Exemplo 1.6 Sejamp e R e f(x) =2P, 0<z<1. Para0<c<1lep# —1

1 — @t
/f— p—fl . (1.12)
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Pelo Teorema 77, a expressao (?7) tem limite finito quando ¢ — 0, se e somente se

1 1
1
p+ 1> 0 e neste caso/ ¥ = Tl Para p = —1 tem—se/ f=—1Inc e, logo,
0 p c
aP nao € integrdvel em [0,1]. Em resumo, xP € integrdvel em [0,1] se, e somente se

p>—1.
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Capitulo 2

Teorema Fundamental do Calculo

Neste Capitulo analisaremos o Teorema Fundamental do Calculo -TFC no con-
texto da integragao de Riemann Generalizada. Existem dois aspectos que tradicional-
mente chamamos de TFC: um relacionado com a integracao da derivada e outro com
derivacao de integrais. Trataremos esses aspectos separadamente. Primeiro provare-
mos resultados mais elementares e depois os resultados mais “fortes” cujas provas

sao um pouco mais complicadas.

2.1 Primitivas e Integral indefinida
Definigao 2.1 Sejam I =[a,b] CR e F, f: I — R, definimos:

1. F € uma primitiva de f em I se a derivada F'(x) eziste e F'(x) = f(z) para

todo x € I;

2. F' ¢ uma c-primitiva de f em [ se F € continua em I e existe um conjunto

enumerdvel E de I tal que F'(x) nao existe ou nao € igual a f(x) para x € E;

3. F € uma a-primitiva de f em I se F' € continua em I e existe um conjunto de

medida nula E de I tal que F'(z) nao existe ou nao € igual a f(x) para x € E;
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4. Se f € R*(I) entdo a fungao F : I — R definida por

F(x)z/jf

¢ chamada o integral indefinida de f.

Exemplo 2.1 Considere a fungdo de Dirichlet, em [0, 1], definida por

1 se z€Qn]0,1],

fx) =
0 se z¢QnJI0,1].

Sabemos que f € descontinua em [0,1] e f € Riemann Generalizada integrdvel (veja
exemplo ?77). Entao, F(x) =0, Yz € [0,1] € uma c-primitiva de f com E = Q. De
fato, F'(x) = f(z), Yo ¢ QN [0, 1]

2.1.1 Lema de Straddle

Para provarmos o TFC que “integra derivadas” precisaremos de um lema, chamado

Lema de Straddle, que é uma consequéncia direta da definicao de derivada.

Lema 2.1 Sejam I = [a,b] e F' : I — R derivavel em t € I. Dado € > 0 existe
d:(t) > 0 tal que
|F(v) — F(u) — F'(t)(v —u)| <e(v—u) (2.1)

sempre que u,v € [ et —0.(t) <u <t <wv<t+.(t).

Prova: Como F é derivavel em t € I, dado ¢ > 0, existe 6. > 0(¢) tal que se

0<|z—t| <0.(t), z € I, entdo

— F'(t)

Fe)-F0 ..

z—1

ou seja,

‘F(z) CF(t) - F(t)(z — t)) <elz— 1

para todo z € [ tal que 0 < |z —t] < d.(2).
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Em particular, se tomarmos u,v € (t —0-(t),t+0.(t)) tais que u < tewv >t (note

quet —u >0ewv—t>0) entao, subtraindo e somando F(t) — F'(t)t obtemos

|F(v) = F(u) = F'(t)(v — u)

= |P(v) = Fw) = F'(t)(v = ) + (F(t) = F'(0)1) = (F(t) = F'(8)1)
< |[(F) = F(t) = F'(O)(v = 1) = (F(u) = F(t) = F'(1)(t - )|
< |P() = F@&) = P@)(0 = )| + [F(u) = F(t) = F/(1)(¢ — w)

<elv—t)+e(t—u) <e(v—u).

2.2 Teorema Fundamental do Calculo

2.2.1 Integrando derivadas

Nesta se¢ao, analisaremos as varias versoes do TFC que garantem que a derivada
de qualquer fungao ¢ sempre Riemann Generalizada integrdavel sem impor hipoteses

adicionais na derivada.

Teorema 2.1 (TFC I) Se f : [a,b] — R possui uma primitiva F em [a,b], entdo
feR(at) ¢ b
[ 1=F0) - F (22

Prova: Seja ¢ > 0. Como F é uma primitiva de f temos que F'(z) = f(z),
Vx € I e podemos considerar o medidor d.(¢) dado no Lema de Straddle. Seja
P= {([xi—1,x;],t;)}P-, uma particdo d.-refinada de [a,b]. Como z;1 < t; < xy,

aplicando (??), obtemos

F(ZL’Z> — F(ZEi_l) - F/(tl)(l’z - xi_l) S 8([[‘1‘ - xi—l)- (23)
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n

Por outro lado, usando que F(b) — F(a) = Z[F(I’> — F(x;_1)] e a desiguladade
i=1
triangular tem-se

n

> (F(zi) — Faioy) — f(t) (@i — zi1))

=1
n

< Z |F'(2;) — Fzia) — f(t:) (v — zi1)]

i=1

F(b) — F(a) = S(f,P)

Por (77?),

b
(bmoa>0émmuﬂmhf€RWMﬁDcmn/ f—F®)—Fm) n

O Teorema ?? pode ser escrito da seguinte forma:
Teorema 2.2 Se F': [a,b] — R € derivdvel em [a,b] entao F' € R*([a,b]) e

L[F:F@—F@.

Y

No que segue, provaremos uma versao “melhor” do Teorema 77 para “c-primitivas” .

Teorema 2.3 (TFC I*) Se f:[a,b] = R possui uma c-primitiva F' em [a.b], entdo
f R (a ) ¢ b
[ r=r0)-F@ 24

Prova: Seja E = {¢1,¢2,...,¢k,...} 0 conjunto enumerdvel da definicao ??. Como
todo conjunto enumeravel em medida zero e fungoes integraveis e iguais quase sempre
tem a integrais iguais, podemos supor f(cz) = 0.

Seja € > 0. Para definirmos um medidor em I = [a, b] procedemos do seguinte
modo: Se t € I — FE tomamos 0.(t) como no Lema de Straddle. Se t € E tem-se
t = ¢, para algum k € N e pela continuidade de F' em ¢; podemos escolher d.(cx) > 0

tal que
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para todo z € I que satisfaz |z — ¢;| < 0.(¢x). Assim, definimos um medidor d.(t) em

I.

Seja P= {(I;, t;) }_; uma particao rotulada d.-refinada de I. Para t ¢ E o resul-
tado segue de modo similar a prova do Teorema ??. Para t = ¢, € F é um rétulo de

do subintervalo [z;_1, z;| tem-se

F(x;) = F(xiq) — fler)(zi — 1)

< |[F(a) — (Ck)H!F(Ck) — Flzi)| = [fer) (@i — zia)]
£
= W—i_ 2k+2 t0s o ok+1

Por outro lado, como cada ponto de E pode ser rétulo de no maximo dois subin-

tervalos de P temos que a soma dos termos com t; € E satisfaz

Z |F xz 1) f(tz) — Ti— 1 Z % =

t,ek k=1

Além disso, pelo Lema de Straddle, a soma dos termos com t; ¢ E satisfaz

D (i) = Fwia) = flt) (@ — 2 0)| < D e(wi— i) = (b —a)

tL¢E tL¢E

Consequentemente, para uma particao d.-refinada 7.3 tem-se
F(b) — F(a) = S(f,P)| <(1+b—a).

Como ¢ > 0 é arbitrario temos que f € R*(I) com integral F'(b) — F(a). |

O Teorema ?? podem ser escrito da seguinte forma:

Teorema 2.4 Se F : [a,b] — R é uma c-primitiva de f em [a,b] entdo f € R*([a,b])

e F' € uma integral indefinida de f.
Podemos perguntar se o Teorema ?? vale para a-primitivas de f:
Pergunta 2.1 Se F' é uma a-primitiva de f entao f é Riemann Generalizada in-

tegravel e vale (77)7
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A resposta é nao. Para mostrarmos isso, vamos construir uma funcao especial, con-

hecida como funcdo de Cantor-Lebesgue.
Funcao de Cantor Lebesgue

Considere a fungao A : [0,1] — R definida como segue: A; é uma funcio linear
por partes tal que A1(0) = 0, Ay(1) = 1 e Ay(z) = 1/2 para = € [1/3,3/2]. Ay
¢ uma fungao linear por partes tal que Ay(0) = 0, Ag(1) = 1, Ag(z) = 1/4 para
x € [1/9,2/9], Ao(x) = 1/2 para z € [1/3,2/3] e Ay(x) = 3/4 para z € [7/9,8/9].
Portanto, A,, é uma funcao linear por partes tal que A,(0) = 0, A,(1) =1 e A,(x)
assume valores 1/2",2/2" ..., (2" —1)/2" nos intervalos C,, removidos na constru¢ao
do conjunto de Cantor C (veja, por exemplo [?, p. 316]).

Por definigao, cada A, (z) é uma funcao continua e nao decrescente, afirmamos que
a sequéncia (A,) converge para uma fungao limite A(x), chamada fungao Cantor-

Lebesgue. De fato,

Proposicao 2.1 A sequéncia (A,) converge uniformente para uma fungao A : [0,1] —

R continua e nao decrescente em [0, 1]. Além disso, N'(z) =0, Vo € [0,1] —C.

Prova: Como os graficos de A, () e A,,41(x) coincidem ou estao numa faixa horizontal

de espessura 1/2" temos que |A,(z) — Ap11(z)] < 1/2", Vn € Nex € [0, 1]. Portanto,

3
3
L

m> = (A1) — An(0)] < 3 [Ag(e) = A (2)] <

n k=n

i

Logo, para cada x € [0, 1], (A, (z)) é uma sequéncia de Cauchy, isso implica que existe
o limite A(x) = lim A, (z). Além disso,
n—oo

1

2n—1’

[An(z) = Al2)] <

Yz € [0,1].

Assim, a sequéncia de fungoes contiunua (A,) converge uniformemente para A, o
que implica a continuidade de A em [0,1]. Além disso, como cada funcao A, (z)
¢ nao decrescente temos que A(z) é nao decrescente em [0,1]. Por outro lado, se

x € [0,1] — C entap existe um intervalo aberto contendo = no qual todas as fungoes
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A,, s@o constantes para n suficientemente grande, e logo, A é constante neste intervalo
aberto e A’(z) = 0 para z € [0,1] — C. |

Agora, podemos justificar a resposta dada a pergunta ?7.

Exemplo 2.2 Pela Proposicao 77 temos que a funcao de Cantor-Lebesque A € continua
em [0,1] e A'(z) =0 para x € [0,1] —C. Como o conjunto de Cantor C tem medida

1
nula temos que A € uma a- primitiva da func¢ao nula de [0,1]. Mas, / N=0#1=

0
A(1) — A(0). Logo, o Teorema ?? ndo vale para a- primitivas. |

2.2.2 Derivando integrais

Teorema 2.5 (TFC II) Se f € R*([a,b]) e lim+f( x) = A com c € [a,b). Entdo a
Tr—cC

F h)—F
derivada & direita F'(c) = lim (c+h) (€) = A com F(x / f-
h—0+ h

Prova: Como lim f(z) = A entdo Ve > 0 existe § > 0 tal que

z—ct

c<zx<c+0=|f(r)-Al<e (2.5)

Seja 0 < h < 9. Como f é integravel, segue do Coroléario 7?7 que f é integravel em

la, ], [a,c+ h] e [e,c+ h] e pelo Teorema 7?7 tem-se

Flc+h) - / f (2.6)

Por (77?),
c<r<ct+h<d=A—-c< flr)<A+e (2.7)

Usando (7?) e as propriedades da integral obtemos
ct+h c+h cth
/ (A—e)d:cg/ f(:c)d:cg/ (A +e¢)dz,

(A—@hg/whﬂ@M5qA+@h (2.8)

o que implica

Combinando (?7) e (?7) obtemos

O<h<d= <e.

F@+2—F@_A‘
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Logo, F' (c) = A. [
De modo analogo, podemos provar o Teorema ?7 para o limite a esquerda.

Desse teorema, seguem os seguintes corolarios que sao de grande importancia para

o estudo dessa integral.

Corolario 2.1 Seja f € R*([a,b]) continua em ¢ € [a,b]. Entao

Fa=1 ([ )=

Prova: Seja ¢ € (a,b). Como f é continua em ¢ temos que lim+ f(z) = lim f(x) =
Tr—cC Tr—Cc™

f(c). Logo, pelo Teorema 77 existem F' (c) e F' (c) e F'(c) = F'(c) = f(c). O

processo ¢ analogo para os extremos do intervalo. [ |

Observe que, pelo Corolario 7?7, se f é continua entao toda integral indefinida de

f é uma primitiva de f.

Continuidade da integral indefinida

Nesta secao, daremos uma importante aplicacao do Lema de Saks-Henstock, provare-

mos a continuidade da integral indefinida de funcoes integraveis.

Teorema 2.6 Se f € R*([a,b]) entdo a integral indefinida F(x) = / f € continua

em |a, b].

Prova: Seja ¢ € [a,b). Mostraremos que F' é continua a direita de “c”. De modo
analogo, podemos mostrar F' é continua a esquerda de “c”. Seja € > 0 e o medidor

de(t) de I dado no Lema de Saks-Henstock. Tomemos o medidor

t_
min{&(t),’ 26’} se tel, t#ec,

0c(t) =

min {(x(c), m} se t=c.

Sejam 0 < h < §/(c) e Py uma particao rotulada J/-refinada formada apenas pelo

par ([¢, ¢+ h],c¢). Aplicando o Lema de Saks-Henstock a 750 obtemos
c+h
- [
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Usando que h < concluimos que

[Fe)l+1

F(c—l—h)—F(c)‘: /:Jrhf‘ < |f(e)|h+ € < 2e.

Logo, F' é continua em “c”. [ |

Cobertura de Vitali

Para provarmos uma versao mais geral do TFC 77 precisaremos da seguinte versao

do Teorema de Vitali:

Definigao 2.2 Sejam E C [a,b] e F uma colegdo de intervalos fechados nao dege-
nerados de [a — 1,0+ 1|. Dizemos que F ¢ uma Cobertura de Vitali para E se

Ve € E eVs >0 existe um intervalo J € F tal que v € J e 0 < l(J) < s.

Observe que, se F é uma cobertura de Vitali de E entao todo ponto x € F

pertencem a varios intervalos de F.

Exemplo 2.3 Uma Cobertura de Vitali enumerdvel de E = [0, 1] é a cole¢do de bolas

fechadas B,(1/n), n € N, de centro 1/n e raior € QN [0, 1].

Teorema 2.7 (Teorema da Cobertura de Vitali) Sejam E C [a,b] e F uma
Cobertura de Vitali para E. Dado € > 0 existem intervalos disjuntos Iy, Iy, -1, de

F e um cole¢ao enumerdvel de intervalos fechados {J; :i=p+1,---} em R com

E—OLQ [OJ J; e i 0J;) <e
i=1 i=p+1 i=p+1

Logo,

A demonstracao pode ser encontrada em [?].

O seguinte resultado é uma versao mais geral do Teorema ?77:
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Teorema 2.8 Se f € R*([a,b]) e F' uma integral indefinida de f. Entao, existe um

conjunto de medida nula Z C [a,b] tal que
Fla) = f(2), Vo elab -7 (2.9)
ou seja, F' € uma a-primitiva de f.

Prova: Seja £ o conjunto de pontos de [a,b) tais que nao existe F (x) ou F' (x) é
diferente de f(z). De modo similiar, podemos considerar F” (z) para x € (a, b].
Queremos mostrar que existe um conjunto de medida nula Z tal que F' (z) é
diferente de f. Como Z ¢é a uniao de conjuntos do tipo F, basta provarmos que F
tem medida nula.
Para negarmos a afirmacao I (x) = f(x) para x € [a, b], lembremos que F (z) =

f(z) para x € [a,b] implica que Ya > 0 existe s > 0 tal que

F(v) - F
Vv € [a, b], :15<v<33—|—$:>‘M

— f(z)

vV—
Assim, a negativa da afirmacdo acima significa que se x € F entao existe a(z) > 0
tal que Vs > 0 existe v, 5 € [a, b] tal que

Uys) — F(x)

PR f(@)| > a(z). (2.10)

F(
T< Vs <T+S=

Logo,

T < Uy <5 = |(Fluns) = F(@)) = f(@) (v = 2)| > al@)(ves —2). (211)

1
Para n fixo, considere E, = {:U e l;ar)> —}. Além disso, como [ é integravel,
n

para todo € > 0 existe um medidor 0.(¢) em I tal que

<= (2.12)

S|o

’5(f,75)—/abf

para toda particao rotulada d.-refinada 7.3 de I.
Agora, considere F, = {[%Um,s]; re FE, 0<s< 55(m)}. Entao F,, é uma

Cobertura de Vitali para E,e pelo Teorema de Vitali 77, existem intervalos I; =
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[7i,vi], 1 <i < p, e uma sequeéncia (J;)2,,, de intervalos fechados tais que

i=1 i=p+1 i=p+1

Consideremos a seguinte soma:

P v P
> @) (o — ) — / f‘ => ‘f(fﬂz‘)(vi — ;) — (F(v) = F(x))|-
i=1 Ti i=1
1
Por (?7) com «(z;) > - obtemos
» v; 1
i=1 z; i=1
Por outro lado, como z; < v; < x; + d.(x;) para i = 1,---,p, os pares ordenados

{(1;, ;) }}_, formam uma subpartigao J.-refinada de I para a qual vale (?7). Portanto,

pelo Coroléario 7?7 do Lema de Saks-Henstock, concluimos que

o= - | f‘ <X (2.15)

p

D

=1

Combinarmos (??) e (?77?) tem-se
p p Vj
(=) <0y |flao - n) - [
=1 i=1 T

Mas, por (??), concluimos que E, estd contido em uma unido enumeravel de intervalos

< 2¢

com comprimento total < 3e. Logo, E, ¢ um conjunto de medida nula, o que implica
[ |

E= U E,, ser um conjunto de medida nula.

n=1
Podemos escrever os resultados dos Teorema 7?7 e 7?7 do seguinte modo:

Teorema 2.9 Seja I = [a,b]. Se f € R*(I) entdo qualquer integral indefinida F' de

f € uma funcao continua e uma a-primitiva de f em I. Assim, existe um conjunto
de medida nula Z C I tal que

F'(z) = f(x), Vexel-Z

Podemos perguntar se o Teorema ?? vale para c-primitivas:
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Pergunta 2.2 Se F' € uma integral indefinida de f entdo F é uma c-primitiva de f?
A resposta é ndo, como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 2.4 Seja C o conjunto de Cantor. Considere

1 se zeC,
0 se ze€l0,1]—C.

p(z) =

Como C tem medida nula temos que p(z) =0 ¢.5 e, logo, ¢ € R*([0,x]) e

@(I):/Omcp:(), v € [0,1]

Consequentemente, ®'(x) = 0, Vo € [0,1]. Mas, p(z) = 1 para © € C e, logo,

O’ (x) # @(x) em [0,1]—C com [0, 1] —C um conjunto de medida nula nao enumerdvel.

O Exemplo 77 mostra que fun¢oes Riemann Generalizadas integraveis que tém a-
primitivas nem sempre tém c-primitivas. Podemos caracterizar as integrais indefinida
de func¢ao de R*(/): uma fungao F' é a integral indefinida de uma fungao de R*(1),
se e somente se, I’ é derivavel quase sempre e no conjunto de medida nula Z onde F
nao é derivavel, a funcao F' satisfaz uma condicao adicional que é automaticamente
satisfeita se Z é um conjunto enumeravel. Esta caracterizacao pode ser encontrada
em [?, segao 5.

Em resumo,

(a) Uma fungdo Riemann Generalizada integravel sempre tem uma primitiva e toda

toda primitiva de uma fun¢ao de R*(I) é uma a-primitiva;

(b) Uma fungdo de R*(I) nem sempre tem uma c-primitiva. Porém, toda fungao

continua tem uma primitiva;
(c) Se F' é uma c-primitiva de f € R*(I) entdo F' é uma integral indefinida de f;

(d) Se F' é uma a-primitiva de f € R*(I) entao F' nao é necessariamente uma integral

indefinida de f.
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2.3 Regras de integracao

Como consequéncia do TFC provaremos as formulas de integracao por partes e

substituicao.

Teorema 2.10 (Integracao por Partes) Sejam F,G diferencidveis em I = |a,b)].

Entao F'G é integrdvel se, e somente se FG' € R*(I). E nesse caso, temos:

b b b
/F’G:FG —/ FG'. (2.16)

a

Prova: Como F' e G sao derivaveis temos que (F'G)" existe em I e
(FG) =FG+ FG'. (2.17)
Pelo Teorema (?7) temos que (FG) € R*(I) e de (?7?) segue (?7). |

Teorema 2.11 (Integracao por Substituigao) Seja f : [a,0] = R e ¢ : [a, 5] —

la,b] fungoes diferencidveis. Entao:

»(B) b
/= o0y, 2.18
/ﬂa) f /a(f ©)p (2.18)

Prova: Pela regra da cadeia (f o ¢) = (f' o @)y’ e pelo teorema 7?7 obtemos

b b »(B)
/ (Fop)y = / (fo) = F(ob) — flpla) = / I3

2.4 Funcoes absolutamente integraveis

Nesta secao introduziremos uma classe £ das fungoes “absolutamente integraveis” |
isto é, a classe das fungoes f € R*(I) tais que |f| € R*(I). Veremos, no Capitulo ?7?,
que esta classe é precisamente a classe das funcgoes Lebesgue integraveis.

Sabemos que se uma fungao f é Riemann integréavel no compacto I = [a, b] entao
a fungao |f| dada por |f|(z) = |f(z)|, x € I é também Riemann integravel e

s/ab|f|-
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O mesmo resultado vale para a integral de Lebesgue, mas esta conclusao “nao é

verdadeira” para fungoes Riemann generalizada integraveis.

Definicao 2.3 Uma funcdo integrdavel f : I — R ¢ absolutamente integravel
se |f| também € integravel. A classe das fungoes absolutamente integraveis serd
representada por L. Uma funcao que € integravel, mas nao é absolutamente integravel

¢ chamada condicionalmente integravel.

O seguinte exemplo ilustra o fato de existirem funcoes Riemann Generalizada

integraveis condicionalmente integraveis:

Exemplo 2.5 Considere

Io) = z? cos (;) se x € (0,1],

0 se x=0.

Entao f ¢é derivdvel em [0,1] com derivada

2
2 cos (%) + Lsen (%) se x € (0,1],
f’(x) = T T T

0 se x=0.

Pelo TFC f' ¢é integrdvel em [0,1] e /01 f = f(1)— f(0) = —=1. Mas |f'| ¢ R*(I).

2 1
el e b, = Tor Entao, os intervalos |ay, by sdo disjuntos

De fato, sejam ay = =
dois a dois e |f'| € continua em cada |ax,by|. Logo, |f'| € integrdvel em cada [ay, by].

Assim, pelo TFC e a propriedade de mddulo da integral tem-se

/b 1] > /bf

Supondo que |f'| € integravel em [0,1] e aplicando a propriedades de aditividade finita

2k

da integral obtemos
1 n by n 1
/ = Z/ F1= 5 v,
0 k=1 " %k k=1

0 que é uma contradi¢ao, pois a Série E % ¢ divergente. [ |
k=1

95



Definiremos, no Capitulo ??, uma integral do tipo Riemann generalizada, mas
que é absolutamente integravel fazendo uma simples modificagao na definicao da in-
tegral de Riemann generalizada. Esta integral é conhecida como integral de McShane.

Mostraremos que esta integral ¢ equivalente a integral de Lebesgue.
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Capitulo 3

Teoremas de Convergéencia

3.1 Integral de Riemann

Uma das maiores desvantagens da integral de Riemann é que, em geral, um
sequéncias de fungoes Riemann integraveis nao converge para uma funcao Riemann
integravel e mesmo quando converge para uma funcao Riemann integravel a sequéncia
de integrais pode nao convergir para a integral deste limite. Os seguintes exemplos

ilustram esta afirmacao.

Exemplo 3.1 Seja {ry,rq,...,} uma enumeragao do racionais de [0,1]. Considere

1 se z=mr,...,1,

fe(x) =
0 se z¢QnNIO,1J.

Entao, para todo x € [0,1], a sequéncia (fy) converge para a fun¢do de Dirichlet

(descontinua)
1 se z€Qnlo0,1],

fz) =
0 se z¢QnJIO0,1].

Embora todas as fungoes fi(z) do Exemplo 7?7 sejam Riemann integraveis com inte-
gral igual a zero, a funcdo limite f(z) nao é Riemann integravel. Note que, f(z) é

Riemann generalizada integréavel com integral igual a zero.
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Exemplo 3.2 Seja fi : [0,1] = R, k > 2 definda por

k2 x se 0<xz<1/k,
2
fulz) = —Fk? (x — E) se 1/k<x<2/k,
0 se 2/k<x<1.

Para todo x € [0, 1], a sequéncia (fx) converge para a fun¢do nula f(x) = 0. De fato,
fx(0) =0, Vk. Além disso, se x > 0 entdo existe k, tal que para k, > 2/x implica
fr(x) =0, Vk > k,. Logo, lim fi(x) =0, Vx € [0, 1].

Como todas as fungoes f do Exmeplo 7?7 sao continuas entao sao Riemann integraveis

e a sequéncia (fy) converge para uma fun¢ao Riemann integréavel. Mas, / fr(x) =1,
0

1
Vk e / f(z) =0 e portanto
0

i [ 5o # [ 1

Na proxima se¢ao mostraremos que integral de Riemann generalizada nao apre-

senta os problemas de convergéncia da integral de Riemann.

3.2 Convergéncia Mondétona

O seguinte resultado é uma generalizacao do importante teorema provado em 1906,
para a integral de Lebesgue, pelo matematico italiano Beppo Levi. Este resultado
aplica-se a fungoes Riemann generalizadas integraveis; supoe convergéncia pontual da
sequéncia de funcoes e assume que a sequéncia é mondtona. A prova deste teorema

nao ¢é trivial e usa o Lema Saks-Henstock.

Teorema 3.1 Sejam I = [a,b], fi, € R*(), (fx) uma sequéncia mondtona e f(z) =
lim fy(z), Vx € I. f € R*(I) se e somente se a sequéncia (/ fk> ¢ limitada. Nesse
I

caso

[ 1=t [ 5 (3.1)
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Prova: Considere a sequéncia (fy) crescente, isto é, fp(z) < frri(z), Vo € I,

Vk € N.
(=) Se f € R*(I) entao fi(z) < fr(z) < fip1(x) < f(x), Vo € I. Como fi é

integravel para todo k tem-se

[h@ < [ @< [ ha < [ 1)

Portanto, a sequéncia ( / fk.) ¢ crescente e limitada (logo, convergente).
I

(<) Seja A = sup {/fk ke N}. Logo, a sequéncia crescente e limitada (/ fk)
I I

converge para A. Sejam ¢ > 0 e r € N tais que o= <ce

OSA—/fT<5. (3.2)
I

Como f € R*(I), para cada k € N, existe um medidor J; em I tal que se 7.3 é uma

1
— <
/If’“’—%

Além disso, como f(z) = lim fi(x) temos que, para cada x € I, existe um natural

particao dg-refinada em I, entao

k. > r tal que
0< f(x) — fr,(z) <e. (3.3)
Escolhendo d.(t) = 0, (t) para todo t € I temos que 6. ¢ um medidor de I. Assim, se

p= {(I;,t;) }_; é uma partigao 0. - refinada, pela desigualdade triangular obtemos

Z () — Z o, (L) 0(13)
+ kati (t:) (L) — Z/] e,

S(f;P) — Al <

=1

Por (?7), o primeiro termo da direita de (??7) é majorado por

Z F(t) = fu, (t ) < Zgz (b—a)e (3.5)
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Por outro lado, o segundo termo de (??) é majorado por

fut)n) = [ fu.

n

2

=1

(3.6)

Para estimar a soma (?7?), considere s = max{ky,,...,k;, } > 7 e note que (??) pode
ser escrita como uma soma iterada do seguinte modo: primeiro sobre todos os valores
de 7 tais que k;, = p para algum numero natural p > r e depois para p = r,...,s.
Considere todos os rétulos ¢; com k;, = p para p fixo. Cada subintervalo correspon-
dente I; estd contido na bola fechada com centro t; e raio J.(t;) = Ok, (t:) = ,(t:).
Portanto, a colegdo de pares ordenados {(I;,t;) : k;, = p} forma uma subparti¢ao

d,-refinada. Consequentemente, o Corolario ?? do Lema de Saks-Henstock implica

que
1
> (e - [ ) < 5 @)
I 2p
ke,=p ¢
Se somarmos (??) para p =r,...,s verificaremos que o termo (?7?) é majorado por
1 =1 1
Z 9p—1 S Z 9p—1 = or—2 <€ (38)
p=r p=r

Agora, vamos estimar o terceiro termo de (?7). Como a sequéncia (fy) é crescente e

r < ki, < stem-se f. < fy, < fi. E pelo teorema (?7?)(iii) obtemos

/Ii = /I [ /1 Ji

Somando essas inequagoes para i = 1,...,n e usando o corolario (??) obtemos

/11. fr < z:;/l friwy < /I f-

A—SSZ/fk(t,-)SA-
i=1 V1

E segue de (?7) que

Logo,

<e.

Z/ Jrw) — A
i=1 7 1i

Combinando todos estes resultados concluimos que

IS(fiP)— A< (b—a)e+e+e=(b—a+?2)e.

Como ¢ > 0 é arbitréario, temos que f ¢ integravel em I e A = lim / fr. [ |
I
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3.2.1 Lema de Fatou

O seguinte resultado é usado quando a sequéncia de fungdes ( fz) ndo é mondtona.
Foi provado em 1906 por Pierre Fatou para a integral de Lebesgue. Para a de-

mostragao deste resultado precisaremos do seguinte lema auxiliar:

Lema 3.1 Sejam v, f. € R*(I) tais que
Y(z) < fr(z) para ze€l, keN. (3.9)
Entao, inf fi, € R*(I).

Prova: Por (77?) temos que inf{ f } existe e inf{fi} > 1. Seja ¢, = fi A... A fr com
fAg=min{f,g}. Podemos mostrar que ¢ € R*(I) (veja [?, p.121]). Além disso, a
sequéncia (¢y) é decrescente em I e limitada inferiormente por inf{f;}. Além disso,

como / Or > / v, pelo Teorema da convergéncia mondtona temos que lim ¢, €

I I
R*(I). Mas, lim ¢ = inf{f,}. N
Lema 3.2 (Lema de Fatou) Sejam v, fi, € R*(I) tais que

U(x) < fe(lr) para ze€l, keN.

Se
hmmf/fk < 0. (3.10)

Entao hm mf/fk pertence a R*(I) e
—o0 < / lim inf f < lim inf/fk < 00. (3.11)
1 k—o0 k—o00 I

Prova: Se ¢ = inf{f,, : m > k,m € N} para k € N, entao o Lema ?? temos que

or € R*(I). Além disso, por ¢(z) < pr(x) < fr(x), para z € I,k € N obtemos
[v= o< [ @
I I I
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Pelas propriedades de limite inferior tem-se

/a < liminf/gok < liminf/fk (3.12)

Note que, (pr) é uma sequéncia crescente que converge em I para ¢ = liminf fj.

Portanto, (??) implica que a sequéncia crescente ( / gpk) ¢é convergente, logo, limi-
I

tada. Entao, aplicando o Teorema da Convergéncia Mono6tona obtemos ¢ = lim ¢ =

liminf fj pertence a R*(I) e que /gp = lim/gpk € R. Agora, sando (?7) obtemos
I I
(?7). |

3.3 Convergéncia Dominada

O seguinte resultado é uma generalizacao para a integral de Riemann generalizada

do teorema provado em 1908 por Lebesgue.

Teorema 3.2 Seja(fy) uma sequéncia em R*((I) com f(x) = lim fx(z) para todo

x € I = [a,b]. Suponha que existem fun¢oes a,w € R*(I) tais que

a(x) < filz) <w(z) para x €I, keN, (3.13)

/If = ,}ggo/]fk- (3.14)

Prova Por hipétese temos que f(z) = lim fx(z) = lim inf fr(z) € R para todo

Entao f € R*(I) e

x € 1. Além disso, por (??) e as propriedades da integral tem-se

/aS/ka/w para k€ N.
I I I

Logo, liminf / fr e limsup / fr pertencem a R. E pelo Lema de Fatou temos que
I I
feR (I)e

/If < klggoinf/lfk. (3.15)
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Agora, aplicando o Lema de Fatou na sequéncia (— fi) e lembrando que lim inf(—/3) =

— lim sup(f) obtemos

- /zf - /I<_f) = o inf/I(_fk) = — lim sup/Ifk. (3.16)

Portanto,
lim sup/ﬁC < /f (3.17)
k—o0 I I

Combinando (?7) e (?7) tem-se (77). [
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Capitulo 4

Integral de McShane

Nesse capitulo, descreveremos uma variante da integral de Riemann generalizada,
chamada de integral de McShane, em homeneagem a E.J. McShane. A ideia principal
da integral de McShane é propor que os rétulos ¢; nao pertencam necessariamente aos

intervalos [;, mas considera I; C (t; — 0(t;),t; + 0(¢;)).

4.1 Definicao e propriedades

4.1.1 Particoes com rotulos livres

Sejam f uma funcao real, definida no intervalo compacto I C R e P uma particao
de I. Dizemos que P= {([;,t;)}.; é uma particao rotulada livre se {I;} , for-
mam uma particao de I e ¢; € I, ou seja, o rotulo nao pertence necessariamente ao

subintervalo I;.

Definimos a soma de Riemann como antes e se §(t) é um medidor em I, dizemos
que uma partigdo rotulada livre P= {(L;, t;) }iy é o-refinada se I; C [t; — (t;),t; +
5(t)], 1 <i<n.

Definicao 4.1 Uma funcao f: I — R é McShane integrdvel se existe S € R tal que
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Ve > 0 existe um medidor 0(t) satisfazendo
IS(f,P) =Sl <e
para toda particao rotulada livre d-refinada 7.3 de I.

Representaremos integral de McShane de f por MS / f e o conjunto das funcoes
I
McShane integraveis por MS(1).

Observe que, pelo Teorema de Cousin 7?7 a definicao da integral de McShane faz
sentido (pois qualquer medidor tem uma partigao rotulada (livre) é-refinada) e além

disso, quando existe o nimero S ele é tnico.

Como existem mais particoes com rétulos livres do que partigoes rotuladas temos
que toda fungao McShane integravel é Riemann Generalizada integravel e as integrais
coincidem. Mas, existem funcoes que sao Riemann generalizada integraveis que nao
sao McShane integraveis, como a funcao dada no Exemplo ?7. De fato, neste exemplo,
f’ é Riemann Generalizada integravel, mas nao é McShane integravel, pois |f’| ndo é
integravel. Logo, o uso de “rétulos livres” nao produz uma teoria de integracao mais
geral. Em particular, veremos que o uso de rétulos livres implicarda que as fungoes
McShane intergraveis sao absolutamente integraveis.

Uma importante observacao que deverm ser feita sobre o uso de particoes rotu-
ladas livres é que embora o rétulo nao pentenca necessariamente ao seu subintervalo
associado na partigao, deve-se considerar um medidor §(¢) tal que o rétulo fique

“préximo” do seu subintervalo associado.

4.1.2 Propriedades

Como a integral de McShane é um caso particular da integral de Riemann Gen-
eralizada, todas as propriedades apresentadas no Capitulo 77 sao validas para esta
integral. No que segue, mostraremos que a integral de McShane é absolutamente

integravel. Para isto, precisamos do seguinte lema auxiliar:
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Lema 4.1 Sejam f: 1 — R é McShane integravel em I e £ > 0. Suponha que 0(t) é

um medidor de I tal que para toda particao rotulada livre d- refinada 2.) tem-se

—/If|<5.

Se P= {(ti, ;);1 < i < n} e Q {(sj,J;);1 < i < m} sdo parti¢oes rotulada

livres d-refinadas de I entao

}:E]f Fls)eI; N J;) < 2e.

=1 j=1

Prova: Seja]::{[iﬂJj—K”,1<z<n1<]<m] N J;° = 0}. Definimos as

partigoes rotuladas livres d-refinadas P e Q com segue:
(i) se f(t;) > f(s;) fazemos t;; =t; e s;; = sj;

(ii) se f(t;) < f(s;) fazemos t;; = s; € s;5 = 1.

Note que f(ti;) — f(sij) = |f(t;) — f(s;)|. Agora, fazendo P1= {(t;;, Ki;); Ki; € F)}
e élz {(s45, Kij); K € F)} obtemos partigoes rotuladas d-refinadas e por hipétese

S(P) =S Q) = | Y {f(ty) — Flsi) H(K)

sz e]—'

ZZIf FsHlnng) <2 N

i=1 j=1

Teorema 4.1 Se f : I — R é McShane integrdvel em I entdo |f| é McShane in-

tegravel em I e

‘Ms%ﬂgwwluy (A1)

Prova: Dado ¢ > 0 existe um medidor J.(¢) de I tal que <€

S(f,ﬁ)—MS/If

sempre que P é uma particao rotulada livre J.-refinada de I.
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Sejam 73 {(t;, )}y e Q {(sj, J;)}jL, particoes rotuladas livres d.-refinadas.

Entao, pelo Lema 77?7 tem-se

S(f1,P) = S(f1, Q) = Zzﬂf )| — £ ()| }(L N )

11]1

< ZZ|f F(s)|I; N Jj) < 2e.

i=1 j=1

E pelo Critério de Cauchy, |f| é MCShane integravel. Além disso, como f < |f] e

—f < |f| e aplicando as propriedades da integral obtemos (77). [}

4.2 Teorema fundamental do Calculo

Agora, mostraremos o Teorema Fundamental do Célculo para a integral de Mc-

Shane. Para isto, precisamos do seguinte lema cuja prova é andloga a do Teorema

77

Lema 4.2 Sejam e > 0 e f : [a,b] — R uma funcao diferencidvel em [a,b]. FEziste
um medidor 6.(t) de [a,b] tal que

1S(f',P) = (f(b) = f(a))| <€

para toda particao rotulada livre d.-refinada 7.3 de la, b].

Teorema 4.2 (TFC I) Seja f : [a,b] — R uma funcdo diferencidvel em [a,b]. Se f’

¢ McShane integrdvel em [a,b] entdo
b
MS [ = 10) - o) 4.2

Prova: Seja ¢ > 0. Como f’ é McShane integrével existe um medidor ¢'(t) em [a, b]

tal que para toda partigao ratulada livre ¢’-refinada P tem-se

‘S(f’,f?)—/\/lS/ab < e (4.3)
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Seja 0" um medidor dado no Lema ??. Fazendo 6. = min{d’, "} e considerando P

uma parti¢ao rotulada d.-refinada de [a, b].

Entao, combinando o resultado do Lema ?? e (?7) obtemos

ms [ -0~ @) < s [ = st P50 - 0 - s <2

e o resultado segue. [ |

Comparando as versoes do TFC para a integral de McShane e a integral de Rie-
mann Generalizada vemos que, no caso do Teorema 77 é necessario assumirmos a
integrabilidade da derivada. O exemplo 77 mostra que esta hipétese nao pode ser

descartada.

Veremos que a segunda parte do TFC para a integral de McShane é andloga a da

integral de Riemann Generalizada.

Teorema 4.3 (TFC II) Sejam f : [a,b] — R uma func¢iao McShane integrdvel em
la,b] e F' uma integral indefinida de f. Se f € continua em ty € [a,b] entao F é

diferencidvel em ty e F'(ty) = f(to).

Proca: A demonstragao é andloga a do Corolario ?77. [ |

A conexao entre as integrais de MacShane e Riemann generalizada é dada no

seguinte resultado, cuja prova pode ser encontrada em [?, p. 121]:

Teorema 4.4 Sejam I[a,b] um intervalo compacto e f : I — R. f é McShane

integrdvel se, e somente se, f € Riemann generalizada e absolutamente integrdvel.
Outros resultados importantes para a integral de McShane sao:

Proposicao 4.1 Se f : [a,b] — R é McShane integrdvel e F(z) = ./\/lS/ f,

a<x<b. Entao F ¢ absolutamente continua.

Prova: A demonstragao pode ser encontrada em [?, p. 110]. [ |

68



Proposicao 4.2 Se f : [a,b] — R ¢é crescente, entao f é McShane integravel.

Ideia da Prova: Para demonstrar essa proposigao, basta dividir o intervalo [a, 0]

em n subintervalos de comprimentos iguais, definindo assim a particao: a = zy <

r < - < x, =0b Com isso, determinar para cada Iy = [rp_1,2k], Sk = f(zr) e
n

s = f(zk_1), e assim, fazer p(z ZSkXIk e Y(z ZSkX]k e usar o Teorema
k=1

77?. [ |

Proposicao 4.3 Seja f : [a,b] — R McShane integrdvel em [a,b] e h € R. Defini-
mos: fh a+h b—l—h] — R por fr(t) = f(t —h), entao fy, é McShane integrdvel com

e
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Capitulo 5

Integral de Lebesgue

Neste capitulo faremos uma breve introdugao da integral de Lebesgue na reta.

Nosso objetivo é mostrar a equivaléncia entre as integrais de McShane e Lebesgue.

O processo de integracao de Lebesgue foi fundamentalmente diferente do processo
de Riemann. Sua ideia simples e brilhante foi particionar a “imagem” da funcao em
vez do seu dominio.

Para f limitada em [a,b] temos o < f < (. Considere a particao P de [a, ]
dada por @« = yg < y1 < ... < y, = B . Deste modo, o intervalo [a,b] também é
particionado em conjuntos disjuntos E; = {z; y;i-1 < f(z) < y;} tais que [a,b] =

n

U E;. Observe que, cada E; ¢ a imagem inversa dos intervalos da particao, isto é,
j=1
E; = f~((yj-1,v;)). Escolhendo Y; € [yj—1,95, 1 < j < n, podemos considerar o

“soma de Lebesgue”
> yin(E;)
j=1

com p(E;) o “comprimento” de Ej.

Com esta abordagem, a teoria deve garantir a mensurabilidade dos conjuntos E;

para poder definir a integral de f.
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5.1 Definicao e propriedades

5.1.1 Conjuntos mensuraveis

Sejam [a, b] um intervalo compacto, A, F' C [a, b] tais que A é aberto e F' é fechado.

Como A é um aberto da reta existe uma cobertura enumerével de intervalos aber-
o0

tos disjuntos dois a dois {J;}re; de [a,b] tais que A = U Ji. Definimos o compri-

k=1
mento de A por |A| = Z ((Jx) com ((Ji) o comprimento de cada intervalo Jj.
k=1

Como F' ¢ fechado, o seu complementar (F©) é aberto, e, logo podemos definir o

comprimento de F' por |F| =b—a — |F°|.
Definigao 5.1 Seja E C [a,b]. Definimos fi(E), a medida exterior de E, por

A(E) = inf |A

ECA

com o infimo tomado sobre todos os conjuntos abertos A tais que E C A.

Definimos pu(E), a medida interior, de E por

#(E) = sup |F|
FCE

com o supremo tomado sobre todos os conjuntos fechados F tais que F C F.

Definigao 5.2 Dizemos que o conjunto E C [a,b] € (Lebesgue) mensuravel se

A(E) = u(E) e definimos a medida de E por
w(E) = 7(E) = p(B).

Observe que fi(E) e p(FE), respectivamente, estao definidas para todos os sub-
conjuntos E de [a,b]. De fato, por exemplo, o conjunto {u(A); £ C A} é limitado
inferiormente por zero, e logo, tem infimo. Porém p(FE) estd definida apenas para
aqueles subconjuntos F tais que fi(£) = p(F). Existem subconjuntos que nao sao

mensuraveis, isto ¢, existem E tais que fi(E) # u(E).
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Enunciaremos algumas propriedades das medidas exterior e interior cujas provas
podems ser encontradas em [?, p. 127]. Apresentaremos varios exemplos que ilustram

a aplicacao desta propriedades.

Teorema 5.1 Seja E C [a,b].
(i) p(B) < 7(E);
(ii) u(E) +a(E°) =b—a com E° = [a,b] — E;
(iii) E ¢ mensurdvel < p(E) +u(E°) <b—a;
(iv) Se E € mensurdvel entao E° é mensurdvel e i( E¢) = (b — a) — u(E);
(v) Se A é um subconjunto aberto de [a,b] entdo A é mensurdvel e p(A) = |A[;
(vi) Se F' é um subconjunto fechado de [a,b] entdo F' é mensurdvel e u(F) = |F|;

(vii) Sejam x € [a,b] ex + E={x+vy;y € E}. Entao p(F) = pu(x + E).

Teorema 5.2 (i) Se Fy, Es, ... sdo subconjuntos de [a,b] entdo

i (f] E) < S H(E

n=1 n=1

(i) Se E1, Es, ... sao subconjuntos disjuntos dois a dois de [a,b] entdo

(iii) Se Ei, Es, ... sdo subconjuntos mensurdveis disjuntos dois a dois de [a, D]

entao U FE,, ¢ mensurdvel e

Exemplo 5.1 Qualquer conjunto E com T(E) = 0 € mensurdvel e pu(E) = 0.
De fato, 0 = [i(E) > p(E) >0, logo, fi(E) = p(E) = 0. H

Pelo Exemplo ?7 temos u(f)) = 0.
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Exemplo 5.2 Um conjunto finito E = {ay,...,a,} C |a,b] € mensurdvel e u(E) = 0.
De fato, pelo Exemplo 7?7 basta mostrarmos que i(E) = 0. Para isto, dado € > 0

considere o aberto
n
€ €
AzU(ai——,ai—i——).
. n n
=1

Entao, i(A) < 2¢ e i(F) < fi(A) < 2¢, Ve. Logo, i(E) = 0. n

Exemplo 5.3 Todo subconjunto E enumerdvel de [a,b] é mensurdvel e u(F) = 0.
Em particular, E = QN [a,b] tem medida zero.
De fato, seja E = {ay,aq,...} entao pelo Teorema 77 (i) e pelo Exemplo 77

tem-se
AE) <> f{a}) = 0.

Logo, i(E) = 0. n

Observe que, combinando o Teorema ?7? (iv) e o Exemplo ?? temos que o com-
plementar de qualquer subconjunto enumeravel F de [a, b] é mensuravel com medida
igual a b—a. Em particular, o conjunto dos nimeros irracionais de [a, b] é mensuravel

com medida b — a.
Para finalizar, mostraremos que existem conjuntos que nao sao mensuraveis. Para
isto, primeiro mostraremos que a medida exterior nao é aditiva enumeravel na classe

de todos os subconjuntos de [a, b].

Exemplo 5.4 A medida exterior i nao € aditiva enumerdvel na classe de todos 0s

subconjuntos de |a,b], ou seja, existem conjuntos E, disjuntos dois a dois tais que
[ee] o
[a,8] = | En, mas Y A(E.) #b—a.
n=1 n=1
De fato, seja E, = {x € [a,b]; v —a € QN]a,b]} para cada o € [a,b], ou seja, E,
é formado pelo pontos de [a,b] que diferem de « por um racional. Podemos mostrar

que cada E, € enumerdvel e a colegao (E,) € formada por subconjuntos dois a dois

disjuntos.
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Agora, usando o axioma da escolha, seja E o conjunto formado exatamente por um
elemento x, de cada E,. Assim, dois elementos distintos de E nao podem diferir por
um racional. Sejam {ry,rq, ...} uma enumeragao dos racionais de [a,b] e E,, = r,+E.

Afirmo 1: E, N E,, para n #* m. De fato, se y € E, N E,, entdo existem
To,Tg € E tais que vo + 1, =y = 23 + . Logo, xo — x5 € racional, o que implica

o = xg. Portanto, v, =1y e B, = Ey,.

Afirmo 2: [a,b] = U E,. De fato, se x € [a,b] entao x € E, para algum «. Por

n=1
outro lado, existe um representande de E, em E, nomeado x,, e logo, x = xo + 1,

para algum racional r,, ou seja, v € E,.
Afirmo 3: fi nao € aditiva enumerdvel em |a,b]. De fato, claramente

b_a:ﬁ([avb]):ﬁ<UEn>-

n=1

Pelo Teorema ??(vii) temos que i(E) = fi(E,), Yn, pois E, sao transladados por E.
Como E, sdo disjuntos dois a dois (afirmacdo 1) se i é aditiva enumerdvel temos

que
b—a=> J(E.)=>_ n(E),

ou seja, existem vdrios nimeros i(E) iguais somado a b—a, o que € uma contradi¢do.

Exemplo 5.5 Fxistem conjuntos nao mensurdveis.
De fato, considere os subconjuntos (E,) construidos no Exemplo ?77. Observe que
oo
a medida exterior de cada E, sao iguais. Como |a,b] = U E, temos que, se E, sao

n=1
S

mensurdveis entao entao Zﬁ(En) = b—a, o que € impossivel. Logo, u(E,) < i(E,)

n=1
para cada n. [ |

5.1.2 Funcgoes mensuraveis

No inicio do capitulo mencionamos que para definirmos a integral de Lebesgue

precisamos medir conjuntos do tipo E; = {z € {a,b]; y;—1 < f(x) < y,;}. Para isto,
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devemos considerar as fungoes f para as quais conjuntos do tipo {z € {a,b];c < f <

d} com ¢ < d sao mensuraveis. Tais fungoes sao chamadas fun¢des mensurdveis.

Defini¢ao 5.3 Dizemos que uma funcao f : [a,b] — R € mensurdvel se o conjunto

{z € la,b]; f(x) > s} € mensurdvel, para todo s € R.

Observe que, f é uma funcdo mensuravel se a imagem inversa de (s, 00) é men-

suravel, para todo s € R.

Exemplo 5.6 Toda fun¢ao continua em [a,b] € mensurdvel.

De fato, se f é uma fun¢ao continua definida em [a,b] entao, para qualquer aberto

(s,00), temos que a imagem inversa de (s,00) € aberto, e logo, mensurdvel. [ |
A prova das seguiuntes propriedades podem ser encontradas em [?, p. 6]:

Teorema 5.3 a funcdo f : [a,b] — R é mensurdvel se, e somente se, as sequintes

afirmacoes sao equivalentes: Vs,t € R com t < s
(1) o conjunto {x € [a,b]; f(x) > s} € mensurdvel;
(ii) o conjunto {x € [a,b]; f(x) < s} é mensurdvel;
(iii) o conjunto {x € [a,b]; f(x) < s} € mensurdvel;
(iv) o conjunto {x € [a,b]; t < f(x) < s} é mensurdvel;
(v) o conjunto {x € [a,b]; t < f(x) < s} é mensurdvel;
(vi) o conjunto {x € [a,b]; t < f(x) < s} é mensurdvel;

(vii) o conjunto {x € [a,b]; t < f(x) < s} € mensurdvel.

Exemplo 5.7 Sejam I = [a,b], E € [a,b] e xg a fun¢do caracteristica de E definida
por

1 se x€eFE,
0 se z¢FE.

XE =

XE € uma funcao mensuravel, se e somente se, & € mensurdvel. De fato,
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0 se s>1,
{reE;xg>s}=< F se 0<s<1,

I se s<0.

Em particular, as fungoes xq e Xi—q sdo fungoes mensurdveis em |a, b).

5.1.3 Particoes mensuraveis

Uma parti¢do mensuravel de [a, b] é uma colegao finita de conjuntos mensuraveis
E; tais que E; C [a,b] e [a,b] = U E; com E;NE; = () quando ¢ # j. Representaremos
i=1
uma particao mensurdvel por P* = {E}, Es,- -+, E, }.

Agora, considere f : [a,b] — R uma fungao limitada, P* uma particao mensuravel

et; € E;,i=1,2,---.n. A Soma de Lebesgue relativa a particao P* é definida por
> Ft)u(E).
i=1

agora, definiremos a integral de Lebesgue.

Defini¢ao 5.4 (Integral de Lebesgue) Seja |A*| = max w(E;). Uma funcao f :
la,b] — R limitada € Lebesgue integrdvel em [a,b] se eziste L € R tal que Ve > 0

existe & > 0 satisfazendo
AY < 6= ‘S(f,f;) - L) <c
para toda particao mensurdvel 7*3 de I = |a,b].

b
Representaremos por £*(I) o conjunto das fungoes Lebesgue integraveis e por £ / fdu
a

a integral de Lebesgue.

A abordagem mais conveniente para definir a integral de Lebesgue € usar o conceito
de soma superior e soma inferior. Para isto, sejam f : [a,b] — R uma funcao

limitada e P= {E1, By, -+, E,} uma particao mensuravel de I = [a,b]. Considere

M(f; B) = sup f(z) e M(f;E)= inf f(z).

Z‘GEk CL’EEk
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Entao, definimos as somas superior e inferior, respectivamente, por
U(f,P) = im; Eou(E), L(f.P)= iM(f; E)p(Ex,)- (5.1)
k=1 k=1
Nao é complicado mostrarmos o seguinte resultado:
Lema 5.1 Se f:[a,b] — R ¢é limitada entdo
inf U(f, P) > sup L(f, P).
P P

com o infimo e o supremo tomados sob todas as parti¢oes mensurdveis de [a,b].

Com o Lema 7?7 podemos definir as integrais superior e inferior de f, respectiva-

mente, por
_b * *
E/ f=if{U(f,P); P} (5.2)
b * *
c / f = sup{U(f, P); P} (5.3)

b b
Noteque,ﬁ/fZﬁ/f.

Agora, vamos definir a integral de Lebesgue usando soma inferior e superior.

Definigao 5.5 Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada. Dizemos que f € Lebesgue

C/Lbfzﬁff.

b b b
E nesse caso, definimos [,/ f= E/ f= E/ f

integrdavel se

No que segue, usaremos o seguinte resultado, cuja prova pode ser encontrada em
[7]:
Teorema 5.4 Seja f : [a,b] — R limitada. f € Lebesque integrdvel em |a,b] se, e
somente, se para todo € > 0 existem uma particao mensurdvel P tal que

U(f,P) < L(f,P) +¢

n

com U(f,P) =Y sup f(x) u(E:) e L(f,P) =

i=1 zeFR;

inf f(x) p(Es).

x€eF;

M:

i=1
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Exemplo 5.8 Considere a fungao caracteristica dos irracionais de [0, 1] definida por

1 se ¢QnNJ0,1],
0 se z€Qnl0,1].

X:

X € L£([0,1]) eﬁ/o x = 1.

De fato, sejam Ey = {x;z ¢ QN[0,1]} e By = QN [0,1] entdo P {E1, Ey} €
uma particao mensurdvel de [0,1]. Como x(x) = 1 para x € Ey e x(z) = 0 para
x € By temos que M(x,E,) = M(x,E)) = 1 e M(x, Ey) = M(x, Ey) = 0. Logo,
U(X,7*3) = 1L.u(Ey) + 0.u(Ey) = 1 e L(X,fs) = 1L.u(Ey) + 0.u(Es) = 1. Portanto,

* *

U(x,P) = L(x,P), e pelo Teorema 77?7 temos x € L*([0,1]) . Além disso,
* 1 *
L(x,P) < E/ x <U(x P),
0

1
o que implica E/ x =1. [ |
0
Lembre que, x ¢ R([0,1]).

Teorema 5.5 Se f : [a,b] — R é Riemann integrdvel em [a,b] entdo f é Lebesgue

integravel e as integrais coincidem.

Prova: Seja P uma partigdo mensuravel de I dada pelos intervalos I; = [x;_1, z;].

Entao,

Z inf f(z) (v; —xi-1) < sup <Z inf f(z) M(Ez)>

i1 zel; P i1 zel;
< inf su x) (B 5.4
< i (ng( )l >> (5.4
< Z sup f(x) (x; — xi—1).
i=1 z€el;
Como f é Riemann integravel temos que
21;2; fl@) (@ —wiq) = 21 21615f($) (i — i-1)

e, por (??7), concluimos que U(f, 73) = L(f,7§), o que implica U(f, 7*3) < L(f, 7*3) + €,
Ve. Logo, f é Lebesgue integravel. [ |
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PAREI AQUI....

No que segue, definiremos a integral de Lebesgue para funcoes mensuraveis
ilimitadas.

Seja f um fungdo mensuréavel, ndo negativa e ilimitada de [a, b]. Definimos

[, se 0< f <k,
k, se f>k.

o) =

E assim, a sequéncia de fungoes {¥ f} limitadas e mensurdveis converge para monoton-
b
amente para f. Além disso, a sequéncia de niimeros reais {L / F fdu} ¢ decrescente
a

que pode convergir ou nao. Portanto, definimos a integral Lebesgue de f como segue:

Definigao 5.6 Seja f : [a,b] — R uma fun¢do nao negativa, ilimitada e mensurdvel.
b

Dizemos que f é Lebesque integrdvel em |a,b] se o lim kf existe. Neste caso,
n—oo

/abf:hm/abkf. (5.5)

Definicao 5.7 Seja f : [a,b] — R. Definimos as fungoes f* e f~, chamadas partes

definimos

positiva e negativa de f, respectivamente, por

* = max{f,0}, f~ = max{~f.0}.

fl+f  1fl=
2 2

e A S A
Agora, definirmos a integral de Lebesgue de uma fungao mensuravel arbitraria.

Definicao 5.8 Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao mensurdvel. Se as fungoes fT e f~

sao Lebesgue integrdveis em [a,b] entao f € integrdvel em |a,b]. E neste caso, temos

/ / I / I (5.6)

Definigao 5.9 Sejam f : [a,b] — R wma funcao limitada e E um conjunto men-

surdvel de [a,b]. Se f é Lebesque integrdvel entdo

/E = / e (5.7)
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5.2 Teorema Fundamental do Calculo

Nesta se¢ao enunciaremos o TFC para a integral de Lebesgue sem demostragao.
A prova dos resultados desta secao podem ser encontradas em [?].
Seja f uma funcao Lebesgue integravel, entao podemos definir a integral indefinida

de f por

F(a:)_L/azf.

Proposigao 5.1 (i) Se f ¢ limitada em |a,b], entao F € continua em [a, b
(ii) F é continua |a,b] entao [ pode ser limitada ou nao

(iii)Dado € > 0, existe um 6 > 0 tal que p(E) < 0 entdo L/ |fl <e
E

Teorema 5.6 (Teorema Fundamental do Calculo - 1* Forma) Se F' ¢ diferencidvel

e F' é limitada no intervalo |a,b], entdo F' é Lebesque integrdvel em |a,b] e
b
L/ F'du = F(b) — F(a).

Teorema 5.7 (Teorema Fundamental do Célculo- 2* Forma) Considere uma
t
funcao f : la,b] — R Lebesgue integrdvel, e F = / F(t) uma integral indefinda de

f. Entao F € absolutamente continua e F' = f quase sempre em [a,b].

Agora, apresentamos uma outra forma do Teorema Fundamental do Célculo para
a integral de Lebesgue que envolve uma classe de fungoes chamadas absolutamente
continuas. Vamos, primeiramente defini-las e enunciar e mostrar o Teorema Funda-

mental do Célculo.

Definicao 5.10 (Fungao Absolutamente Continua) Uma fun¢do f : [a,b] — R

¢ absolutamente continua em [a,b] se Ve > 0 existe § > 0 tal que para toda cole¢ao
finita de intervalos abertos {(ag,bi)}r_,, dois a dois disjuntos com Z(bk —ay) <0,

. k=1
entao:

D 1Fbr) = flar)| < e (5.8)

30



Podemos também destacar algumas propriedades das fungoes absolutamente continuas.

Portanto, considere f uma funcao absolutamente continua.
Proposicao 5.2 (i) f € uniformemente continua;
(17) f € de variacao limitada e diferencidvel quase sempre em [a,b];

(i7i) Se f" tendo a zero quase sempre, entao f é constante em [a,b].

Teorema 5.8 Se I ¢é absolutamente continua em |a, b] entdo F' € Lebesgue integrdvel

e

L /b Fldp = F(b) — F(a). (5.9)

Prova: Sabemos que pela proposigao ?7?(ii) que F' é de variagao liimitada. Logo,
pode ser escrita como uma diferrenca de duas fungoes mondétonas, entao: F' = Fy— Fy,
e suponha, F; e F, crescentes. Também, pela mesma proposicao, F' é diferencidvel
quase sempre em [a, b]. E pela Desigualdade Triangular temos que |F'| < F' — 1’ + F}

quase sempre em [a, b]. Logo, pelo teorema 77, tem-se:

b
L/ Flap < /|F’]d,u+L/ \Fldy

< — F(a) + F»(b) — F(a).

x
Pelo teorema ??, F’ é integravel. Agora, considere G(z) = L / F'du. Entao, pelo
a
teorema 7?7, G é absolutamente continua, logo, (F'— G) = F' — G’ = 0 quase sempre

em [a, b]. Usando este fato, Proposi¢ao ?7(iii) e G(a) = 0 obtemos

L/bF'dp:F(b)—F(a).

5.3 Teoremas de Convergéncia

Inicialmente, vamos enunciar uma proposicao que usaremos nas demonstracoes

seguintes.
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Proposicao 5.3 Sejam f:[a,b] = R e f, : [a,b] = R, Vn fung¢oes mensurdveis tais
que fo(z) — f(z) quase sempre em |a,b]. Dados e > 0 e d > 0 eziste ky inN e um

conjunto mensurdvel E C [a,b] com u(F) < 0, tais que Vax & E, tem-se
n>ko=|fulz) — flz)] <e (5.10)

Teorema 5.9 (Teorema da Convergéncia Limitada) Sejam f, : [a,b] — R funcoes

mensurdveis tais que AM > 0; |fo(x)| < M, Yn. Se f,(z) — f(z) quase sempre entio

JL%L/abfn:L/abf. (5.11)

Prova: Das hipdteses, temos que |f,,(z)| < M. E observemos que:

‘L/abfn—L/abf‘ '/fn f’<L/ | fu = 1.

E pela Proposicao 7?7, dado € > 0 e dado § = m existe ky € N e um conjunto

mensuravel E C [a,b] com pu(F) < ﬁ tais que, Vo € E°, tem-se

Logo,
R R Ry A |

Entao, para n > ky tem-se

]

< Q(b u(E)+L [ 10+ [ 1
(EC)+2M/~L E)

b— 2M—
(b—a)+ o <°¢

e o resultado segue. [ |

Lema 5.2 (Lema de Fatou) Se (f,) € uma sequéncia de fun¢oes mensurdveis nao

negativas em L*(I) tais que f,(x) — f(z) quase sempre em [a,b] entdo

L/ < lim me/ fa. (5.12)

n—o0
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Prova: Consideremos que f,(z) — f(z) pontualmente, pois a convergéncia é quase

sempre em [a, b]. Agora, para qualquer m € N tem-se:
"fa(z) = " f(x) quase sempre em [a,bl. (5.13)

E para cada m fixo, a sequéncia ("™ f,,)$°, é limitada por m, Vn. Assim, temos que as

hipdteses do Teorema da Convergéncia Limitada sao satisfeitas, e logo,

b b
lim L/ mfn:L/ my (5.14)

Contudo, para todo z € [a, b] tem-se ™ f,,(z) < f,(z), portanto

b b b
lim L/ " f, = lim infL/ " f, < lim Linf/ fn- (5.15)
a n—oo a n—oo a

n—o0

Assim, combinando (??) e (??7), obtemos:

b b
lim infL/ fn > L/ mf (5.16)
n—oo a a
Fazendo m — oo temos f < lim inf / fn- [ |
a n—oo

Teorema 5.10 (Teorema da Convergéncia Monétona) Seja (f,) uma sequéncia

mondtona de fung¢oes mensurdveis em L*(I). Se f,(x) — f(x) em [a,b], entao

JLn;OL/abfn:L/abf. (5.17)

Prova: Pelo Lema de Fatou, temos que:

L/a < lim me/ £ (5.18)

n—oo

Usando que a sequéncia é crescente e f,(z) — f(z) temos que f,(z) < f(z) e

/abfnﬁ/abfigln;osup/abfné/abf (5.19)

De (??7) e (?7) segue (?7). [
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Teorema 5.11 (Teorema da Convergéncia Dominada) Sejam (f,) uma sequéncia
de fungoes mensurdveis em L*(I) e g € L*(I). Se |fu(x)| < g(z), Yn € N em [a,b] e

fulz) = f(x) quase sempre em [a,b] entao

T}erc)lo/abfn_/abf. (5.20)

Prova: Como |f,(x)| < g(z) tem-se —g(z) < fn(x) < g(z), ¥n, logo 0 < g(z) —
fu(z) < 2g(x), Vn. Portanto, g — f,, é uma sequéncia de fun¢oes mensurdveis e nao

negativas em L£*(I) . Logo, pelo Lema de Fatou, temos
b b
L/ (g — fn) < lim infL/ (9= fn)- (5.21)
a n—oo a

Como f,(z) — f(z) quase sempre e |f,(x)| < g(z) entdo |f(z)| < g(x) em la,b].
Portanto, f € L*(I) e por (7?), segue que

b b b b b b
L/g—/fgL/g—l—liminfL/ —fnﬁL/g—limsupL/ f
a a a n—roo a a oo a

Logo,
b b
L fZlimsupL/ fn >
a n—oo a

Analogamente, para g + f,,, obtemos

b b
L[| f<lim infL/ fn-
n—oo a

a

b b
L/f:th/ ..
a n—oo a

E portanto,

5.4 Integral de Lebesgue & Integral de Riemann

generalizada

Vamos enunciar os seguintes lemas que serao tteis para provarmos a equivaléncia
entre a integral de McShane e Lebesgue. Nossa abordagem desta equivaléncia nao

usa teoria de medida e pode ser encontrada em [?]
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Lema 5.3 Seja {f.} uma sequéncia de fungées continuas e limitadas em um subcon-
gunto fechado E C R. Se {f,} converge em E com n — oo, entdo para cada n > 0,
existe um conjunto aberto G, com |G| < n, tais que {f,} converge unformemente em

E\G.

Lema 5.4 Se f ¢é Lebesgue integrdvel em |a,b] com primitiva F, entao |f| é Lebesgue

integravel com a primitiva V=V(F;[a,z]), que é a variagio de F em |a,x].

Teorema 5.12 Seja f : [a,b] — R uma fungdo. f é McShane integravel se, e so-

mente se, f for Lebsque integravel e os valores das integrais sao 1guais.

t
Prova: (=) Se f é McShane integravel e F(t) = / f, entao é diferenciavel q.s.
a
em [a,b]. Se mostrarmos que f é de Variacao Limitada, terminamos essa parte do
teorema. De fato, considere ¢ tal que

‘S(f,ﬁ)—/abf

<€

sempre que P= {(t;, I;); 1 < i < m} é uma partigao o-refinada de [a, b].
Fixando i, considere é: {(ti,[zj=1,7];1 < j < n} uma particdo d-refinada de I;.

Logo, pelo Lema de Saks - Henstock

n

2

j=1

< 2¢

Ftey =) - [

Jj—1

Logo, Z |F(x;) — F(xj—1)| < 2e+ |f(t:)]l(L;). Logo, F é de variacao limitada e
diferenéi:z’ivel q.s. em |a,b]. Entdo, é absolutamente continua, e portanto, Lebesgue
integravel.

(<) Suponhamos que F é a Lebesgue primitiva de f. Entao f é absolutamente
continua e F'(z) = f(x) q.s. em [a,b]. Suponhamos primeiramente, que a funcao
f seja limitada por K. Para todo inteiro n > 0, seja f, = n {F (3: + %) — F(x)]
Entao f, é continua em [a,b] e f,(x) — f(x) q.s. em [a,b].

Dado € > 0 existe n > 0 tal que n < % Assim, existe um conjunto aberto

G’ C [a,b] tal que |G| < g e {fu} — fem[a,b] \ G'. Com isso, cada f, é continua
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no conjunto fechado [a,b] \ G'. Logo, pelo lema 7?7 existe um conjunto aberto G” C
la, bjcom |G"| < g tal que {f,} — f, uniformemente em [a,b] \ G, com G = G U G"
com |G| < n. Com isso, temos que f é continua.

Fazendo ¢(x) = f(x), se € [a,b] \ G e linearmente para outros valores em [a, b]

temos que ¢ é McShane integravel. Portanto, existe um medidor § tal que

b
ng(m)(v—u)—/\/l/ ol <€

z€P
sempre que P é uma particio d-refinada livre de [a,b]. Pela primeira parte desse
b b
teorema, ¢ é Lebesgue integrével em |[a, b] e £/ = M/ ©.

Logo, para toda partigao d-refinada livre, temos

zeG @

< 2K|G| + €+ 2K|G| < be (5.22)

Agora, escrevendo G = U(ak, br), k=1,2,... temos
k

b b
cle-1=c[le-1
[le-n=3cf
b
<0 [ lel 151 < X 2K b - ax) =2K16] < ¢ (5.23)
k a k

Portanto f é McShane integrével em [a, b].

Agora, vamos supor que f ¢ ilimitada em [a, b]. Sendo f é Lebesgue integravel em
la,b]. Sem perda de generalidade, podemos supor f(z) > 0, Vx € [a, b] pelo lema ?7.
Considere ¢, (z) = f(z) quando f(z) <n e 0 0 nos outros valores de [a, b]. Entao g,
¢ limitadda e Lebesgue integravel em [a,b]. Portanto, {g,} ¢ McShane integravel e

as integrais coincidem.
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b b
Notemos que {g,} é monétona { M / gn}. Sendo {M / gn} converge. Segue

do teorema da convergénccia monétona que f é McShane integravel em [a, b [ |
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Consideracoes Finais

Neste trabalho definimos a integral de Henstock - Kurzweil, também chamada de
integral de Riemann generalizada, pois apresenta uma abordagem semelhante a de
Riemann. Estudamos suas principais propriedades e teoremas importantes, como por
exemplo, o Teorema Fundamental do Céalculo, em uma versao mais geral que o da in-
tegral de Lebesgue; e os teoremas de Convergéncia Monoétona e Dominada. Também,
apresentamos uma variante dessa nova integral, chamada integral de McShane e ao
definirmos a integral de Lebesgue, e verificarmos algumas de suas propriedades, pude-
mos relaciona-las e obter uma ligacao entre essa tltima e Riemann Generalizada.

Futuramente, a partir desse trabalho, pretende-se avancar nos estudos em Teoria
de Integracao e possibilitar ao estudante um embasamento para a pods - graduacao.
Assim como, divulgar a integral de Riemann generalizada e estimular outros alunos

a pesquisar sobre esse tema, promovendo uma avango nessa area do conhecimento.
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