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RESUMO

Este trabalho de conclusdo de curso teve como objetivo estudar e reunir os conceitos e
posteriormente verificar a veracidade dos resultados, vistos como Proposi¢des, Teoremas e
Corolérios. Serd abordado de maneira formal, mas evitando os detalhes que sdo de facil
percepcdo nas demonstragdes feitas e tentando a0 méximo conseguir mostrar com clareza as

operacdes utilizadas, de modo que seja possivel o entendimento do desenrolar dos resultados.

Palavras-chave: Sequéncias, Séries, Convergéncia, Divergéncia.
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ABSTRACT

This course conclusion work aimed to study and gather the concepts and subsequently
verify the accuracy of the results, viewed as Propositions, Theorems and Corollaries. Will
be addressed in a formal way, but avoiding the details that are easily understood in the
statements made, and trying hard to get to show clearly the operations used, so as that you

can understanding how the results.

Key words: Sequences, series, convergence, divergence.
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Introducao

Este trabalho estd dividido em quatro capitulos e um apéndice, onde serdo abordadas
diferentes questdes que envolvem convergéncia e divergéncia de sequéncias e séries numéricas,
e também resolucdes de limites, que estd envolvido em todos os topicos deste trabalho. Além do
apéndice foram colocados exemplos relacionados com o que foi abordado anteriormente para

melhor fixacdo da ideia que foi dada.

No capitulo Histéria mostramos um pouco da histdria do surgimento da Andlise real (de
onde surge o tema Sequéncias e Séries Numéricas), o porque da necessidade deste novo
modo de escrita matemdtica e também da histéria de alguns dos principais matemadticos que

contribuiram para o estudo e a constru¢do do que serd abordado.

No capitulo Resultados bdsicos: Niimeros Reais o foco foi iniciar com os axiomas e
conceitos preliminares necessdrios, relacdes de supremo e infimo de conjuntos, que serdo
utilizados no decorrer do trabalho, definindo o corpo dos Numeros Reais que ¢ o ambiente

matematico em que esta inserido Sequéncias e Séries Numéricas.

No capitulo Sequéncias numéricas demos énfase para o que realmente é o objetivo deste
trabalho (reunir e verificar conceitos), com a preocupacao de mostrar cada um dos resultados

que foram postos em cheque como Proposi¢des, Teoremas, Corolérios, Lemas e Propriedades.

No capitulo Séries numéricas nos detivemos em mostrar como fazer a verificacdo da
convergéncia ou divergéncia de séries numéricas por meio de testes e critérios que foram

explicitados e demonstrados ao longo do capitulo.



Capitulo 1

Uma Breve Historia

Neste capitulo, faremos um breve comentdario sobre a histéria da Andlise Real como um
todo, mas enfatizando o topico de sequéncias e séries numéricas e a historia dos principais
matematicos que contribuiram com resultados importantes que serdo vistos no decorrer deste

trabalho.

Devemos ter em mente que andlise real € o ramo da andlise matematica que lida com o
conjunto dos nimeros reais e as fungdes reais. A andlise real € um topico novo da matemdtica
que surgiu da necessidade de prover provas rigorosas as ideias intuitivas do célculo tais como
continuidade, limite, derivadas, integrais e sequéncias de fun¢des. Essas provas rigorosas
seguiram do fato de que com o passar dos anos se tornou necessario o cuidado com a linguagem
em que os textos matematicos estavam sendo escritos, por isso € necessdria a utilizagdo da

linguagem formal para melhor estética exigida pelo rigor l6gico.

Esse cuidado com a escrita € tido para evitar paradoxos e essa ideia foi introduzida em
1922 quando Adolf Fraenkel e Albert Skolem propuseram a troca da linguagem corrente
pela linguagem formal nos textos matematicos, sugerindo que fossem utilizados simbolos que
conhecemos (como por exemplo os sinais de adi¢ao, subtragcdo, implica, existe, para todo, entre
outros que também serdo muito utilizados nas demonstracdes posteriormente) e expressoes

matematicas para substituir, sintetizar e organizar as ideias das demonstragdes dali por diante.

Vérios matemadticos tiveram participagdo importante nos tépicos da andlise, mas nos

deteremos a falar dos que tiveram participa¢do nos tépicos nimeros reais, sequéncias e séries



numéricas, que € o objetivo principal para ser abordado neste trabalho. Veremos agora a histéria

e a importancia dos principais resultados dos matematicos que contribuiram para estes topico.

1.1 Giuseppe Peano

Giuseppe Peano nasceu em 27 de agosto de 1858 e morreu em 20 de abril de 1932, foi
um matemadtico e filésofo italiano que ficou conhecido pelas suas contribui¢des a teoria dos
conjuntos. Peano foi responsdvel pelos conhecidos Axiomas de Peano que dizem respeito aos

axiomas de corpo que utilizaremos posteriormente neste trabalho.

1.2 Augustin Cauchy

Augustin Louis Cauchy foi um matemadtico francés que nasceu em 21 de agosto de 1789, em
Paris e faleceu em 23 de maio de 1857 em sua cidade natal. Seguia os mandamentos da Igreja
Catolica e teve intensa participa¢do na matematica na drea de equagdes diferenciais, integragao,
combinatdria, fungdes de varidvel complexa, dlgebra, sequéncias e séries numéricas, que serao

estudadas posteriormente.

1.3 Bernhard Bolzano

Bernhard Placius Jojann Nepomuk Bolzano, nasceu em Praga, Boémia, atual Reptblica
Tcheca, dia 5 de outubro de 1781 e morreu em 18 de dezembro de 1848 em Praga. Estudou
matematica, filosofia e teologia, o que o levou a se tornar padre, mas tinha ideias contrarias
as da igreja catdlica e também as condicdes sociais do império Austro-huingaro e, por isso, foi

obrigado pelo imperador Franz I, da Austria, a aposentar-se.



1.4 Karl Weierstrass

Karl Wilhelm Theodor Weierstrass, foi um matematico alemao que nasceu em 31 de outubro
de 1815, em Ostenfelde e morreu em 19 de fevereiro de 1897 em Berlim. Weierstrass foi um
dos pioneiros na Andlise Matemadtica e foi professor de matematica da Universidade de Berlim

e antes disso foi professor de Alemao, caligrafia, geografia e matematica em nivel secundarista.

1.5 Gottfried Leibniz

Gottfried Wilhelm von Leibniz foi um matematico e fildsofo alemao que nasceu em 1 de
julho de 1646 em Leipzig e morreu em 14 de novembro de 1716 em Hannover. Teve participagcao
em séries numéricas no estudo de séries alternadas e também € considerado um dos criadores
do calculo diferencial e integral. Leibniz € considerado um grande génio matemaético do século

XVII e foi rival de Isaac Newton na inven¢do do célculo.

Quando ainda era crianca aprendeu latim e grego por conta propria e aos 12 anos ja
dominava o conhecimento da matematica, da filosofia, da teologia e das leis publicadas pelos
textos da época. Posteriormente, devido a pouca idade, foi-lhe negado o grau de doutor em
leis na Universidade de Leipzig e logo apds se mudou para Nuremburg, onde escreveu sobre o
ensino de leis pelo método histérico e dai pra frente esteve engajado no servigo diplomatico até

sua morte.

Inventou uma madaquina de calcular e por isso teve a oportunidade de exibir seus
conhecimentos a Royal Society e apds isso deixou Paris e, apds ter descoberto o teorema
fundamental do cdlculo, se dirigiu para Hanover, onde trabalhou no servico publico, em uma

biblioteca, e arranjou tempo para escrever artigos sobre todos os temas que ja havia estudado.

Seus ultimos sete anos de vida foram amargurados pela polémica com relacdo a Newton e a
criacdo do célculo e como consequéncia disso foi marginalizado em Hanoveer e conta a histéria

de que no dia de seu funeral apenas seu fiel secretdrio compareceu.



1.6 Niels Abel

Niels Henrik Abel morreu de tuberculose e subnutricdo aos 26 anos de idade e suas obras

somente foram avaliadas apés sua morte.

Abel nasceu em Findo, na Noruega, onde seu pai era pastor religioso, em 1802. Em 1824
demonstrou a impossibilidade de estabelecer a solu¢cdo da equacdo quintica geral, acabando
com um problema que estava sendo estudado e ndo solucionado por vdrios matematicos. Como
consequéncia deste trabalho obteve uma bolsa de estudos e viajou para a Alemanha, Itdlia e
Franca. Durante este periodo escreveu varios artigos em diferentes topicos da matematica,

como por exemplo sobre a convergéncia de séries infinitas.

1.7 Jean D’Alembert

Jean Le Round D’ Alembert foi um matemadtico e fisico que nasceu em 17 de novembro de
1717 em Paris e morreu em 29 de outubro de 1783 em sua cidade natal. Assim que nasceu
foi abandonado por sua mae na igreja de St. Jean Le Round, de onde foi a inspiracdo para
seu nome, e foi adotado por Louis-Camus Destouches e posteriormente foi entregue a Mme
Rousseau. Logo apds ver que o menino era um génio, sua mae bioldgica quis té-lo de volta,

mas ele a renegou.

D’ Alembert participou da edicdo da primeira enciclopédia e fez importantes descobertas
em vdrios campos da matemdtica e um deles foi em séries numéricas, onde fez o estudo de
um dos testes de convergéncia que é conhecido como teste da razdo ou também como teste de

D’ Alembert.

1.8 Richard Dedekind

Julius Wilhem Richard Dedekind foi um matemdtico alemao que nasceu em 6 de outubro
de 1831, em Braunschweig. Dedekind idealizou os Cortes de Dedekind onde ele garante a
existéncia de um corpo ordenado completo e também € famoso na Andlise Matemdtica pelo

Postulado de Dedekind, que serd estudado posteriormente.



Dedekind foi um dos mateméticos que tiveram grande importancia no século XIX e que
contribuiu para a construcdo dos ndmeros reais. Estudou em Gottingen, onde foi aluno de
Gauss e Dirichlet. em 1858 foi professor em Zurique e em 1862 foi transferido para lecionar

em Braunschweig, sua terra natal e permaneceu até sua morte.



Capitulo 2

Resultados Basicos: Numeros Reais

Neste capitulo, falaremos de maneira formal, evitando detalhes, sobre alguns conceitos
iniciais onde serdo estudados os numeros reais, varias de suas propriedades e suas
consequéncias, com definicdes que serdo necessdrias para o entendimento dos capitulos

posteriores no desenrolar das demonstragdes.

Definicéo 2.1. (Corpo) Um corpo é um conjunto munido de duas operagoes
+:FxF—F,

que a cada dois valores de F', (z,y) € F associaum valorz +y € Fe
P X F —F,

que a cada dois valores de F, (x,y) € F associa um valor z - y € F' (que convencionamos
escrever somente xy € F', ocultando o ), denominadas adi¢do e multiplicagdo denotado por

(F,+,-).
Para que F' seja um corpo, suas operagdes precisam satisfazer os seguintes axiomas:
Axiomas da adicao

Al) Associatividade: Sejam x, y e z valores quaisquer tais que z,y, z € F, entdo

(x4+y)+z=a+ (y+2);



A2) Comutatividade: Sejam x, y e z valores quaisquer tais que z,y, z € F, entdo
rT+y=y+x;

A3) Elemento neutro: Existe a € F'tal que x + a = z. Este elemento a serd denotado por 0 e

chama-se zero. Por comutatividade temos também que a + =z = .

A4) Simétrico: Todo elemento z, tal que, x € F, possui um simétrico y tal que y € F
ez +y = 0. Esse elemento y serd denotado por —z, ou seja, = + (—z) = 0 e por

comutatividade temos que (—z) + = = 0.
Axiomas da multiplicacao

M1) Associatividade: Sejam z, y e z valores quaisquer, tais que, x, y, z € F', entdo
(ry)z = 2(y2);
M?2) Comutatividade: Sejam z, y e z valores quaisquer tais que x, y, z € F', entdo
Y = yx;

M3) Elemento neutro: Existe a € F'tal que za = x. Este elemento a serd denotado por 1 e

chama-se um. Por comutatividade temos também que 1z = z;

M4) Inverso multiplicativo: Todo elemento = € F tal que x # 0 possui um inverso x !, onde

Ly =1.

xz~ ! = 1. Por comutatividade também temos z~
Observacao 2.1. O zero ndo possui inverso multiplicativo.

Observacao 2.2. O conjunto em que estd definida apenas uma dessas operacoes é chamado

grupo abeliano.

Em um corpo F' temos, entdo, que as duas operacdes se relacionam, de onde surge o axioma

a seguir.

D1) Distributividade: Dados z,y, z € K, entdo x(y + z) = xy + xz. E por comutatividade

(y + 2)r = yx + zz.



Segue da existéncia do simétrico que dados x,y € F, existe —y € F'easomaz+(—y) = ¢,
tal que ¢ € F, serd indicada por x — y = ¢ que € uma operag¢ao chamada de subtracdo, e c serad

chamado de diferenca entre x e y.

Exemplo 2.1. Q = {1—? |p,q € Zieq+# 0} ¢ um corpo munido das operacdes de adicdo e
q

multiplicacdo e é conhecido como conjunto dos ndimeros racionais.

Esses axiomas de corpo também sao conhecidos como axiomas de Peano. Mostraremos

agora as particularidades referentes a eles:

Propriedade 2.0.1. O elemento neutro da adic¢do (zero) é vinico.

Demonstragdo: Por contradicdo, supomos a # 0 seja o elemento neutro, entao

r+a ==x
(x+a)—z =z—ux
(a+z)—x =0
a+(x—x) =

a+0 =

a =
Entrando em contradicdo, portanto o elemento neutro € unico. [ ]

Propriedade 2.0.2. O simétrico é uinico.

Demonstracdo: Sejam x,y € F e y # —x, supomos que y € o simétrico de x entio

r+y =0
(z+y)—z =0-—z

(y+z)—z =-x
y+(x—z) =-x
y+0 =-—x
y = —x.
Entrando em contradicao, portanto o simétrico € tnico. [

Segue entdo que € vélida a lei do corte para a adicao, ou seja, sejam z,y,2 € F' entdo

T+ 2z =Y+ 2 se, e somente se, r = Y.



De fato, pois

(=)
r+z =y+=z
(r+2)—2 =(y+2)—z
r+(z—2) =y+(z—2)
r+0 =y+0
r =uy.
(<)
xr =y
r+z =y-+z
Portanto € valida a lei do corte. [ ]

x
Dados z,y € F ey # 0 podemos escrever zy ' da forma —, a opera¢do chama-se divisio

. . x
e o resultado chama-se quociente, dessa maneira temos que — = 2z € £ = yz, de onde surge a

lei do corte para a multiplicacao, onde temos z,y, 2z € F e y, z # 0 logo,

Tz =Yz
l’_Z
y oz
Ty
y

T =y.

Segue de xy = x que temos duas situagdes:
i) Se x # 0, entdo y = 1, pela lei do corte;
ii) Se x = 0, entdo y pode ser qualquer elemento de F'.

E de xy = 1, teremos que x,y # 0,

zy =1
~1 ~1
Yy =Y
r =y L
O que nos mostra que o inverso multiplicativo € tnico. [ |

10



2.1 Corpo ordenado

Definicao 2.2. (Corpo ordenado) Corpo ordenado é um corpo F, no qual existe um subconjunto

P C F, chamado o conjunto dos elementos positivos de F' tal que:

(P1) A soma e o produto de elementos positivos sdo positivos. L.ogo a operacgao é fechada e se
x,y € P,entdiozr + vy, xy € P;

(P2) Dado = € F', exatamente uma das trés alternativas ocorre: ou z = 0, ou x € P, ou

r e —P.

Dessa forma temos o conjunto — P cujos elementos se chamam negativos e
F=PuU(-P)U{0},
Sendo esses conjuntos todos disjuntos.

Além disso, dados dois elementos x, y tais que x,y € F', sendo £’ um corpo ordenado,
r >y se,esomente se, v —y € P.

Podemos também escrever y > x que as mesmas condi¢des serdo validas.
Observacao 2.3. Se simbolizarmos v < y quer dizer que v < y ou x = .

Observacao 2.4. Se x > Oentdoxr € Pesex < 0,x € —P mas —x > 0 e —x € P. Dessa

forma, sempre que x € Pey € —P,x > y.

Dados x,y € F tais que x < y entdo sendo F' um corpo ordenado, F' tem as seguintes

propriedades:

O1) Transitividade: Sexz < yey < zentdo r < z;
Demonstracdo: Quando afirmamos que x < y queremos dizerque y —x € Pey < 2
implica que z —y € P, como sabemos que a soma de elementos positivos € um elemento

positivo, entdo, por (P1), (z —y) + (y —x) € P,portanto z —z € Pex < z. |

02) Tricotomia: Sejam z,y € K ocorre uma das trés situacdes, ou r = y, ou z < ¥y, ou
xr >,

Demonstracdo: Dados z,y € I entdo temos trés opgoes:

11



i)
ii)

1i1)

03)

04)

y—x =0
y—ax>0;
y—x < 0.

Para (i) temos que y — x = 0 = y = x, para (ii) temos y — x > 0 = y > x e para (iii),

y—r<0=y<uz. [ |

Monotonicidade da adi¢do: Se z < y, entdo paratodo z € K, x + 2 < y + 2;
Demonstragdo: Se z < y,entdoy—x € P. Logoy+z—z2—x € Pe (y+2)—(z+z2) € P

portanto r + z < y + 2. [ ]

Da mesma forma podemos somar duas desigualdades membro a membro e a desigualdade

permanecerd, ou seja, se r < yew < zentdor + w < y + 2.

Monotonicidade da multiplicacdo: Se z < y entdo para z > 0 temos xz < yz e para
z < 0temos xz > yz.

Demonstracdo: sex < ye z > (Oentdloy —x € Pe z € P. Sabemos que o produto de
elementos positivos é positivo, entdo (y — z)z € Pe zy — zx € P, logo zz < zy. Com
z < 0 temos que —z > 0 e —z € P, portanto analogamente teremos

(y—2z)(—2) € P= (v —y)z € P= zo — zy € P. Portanto zy < zz. |

Damesma forma,se 0 < z <ye 0 < w < zentdo zw < yz. Alémdisso,sexz > 0ey < 0,

entdo zy < 0, mostramos isso da seguinte forma: se x > 0 entdo z € P e se y < 0 teremos que

—y >0e —y € P,deste modo z(—y) > 0= —(zy) > 0= zy <O0.

Desigualdade de Bernoulli: Em todo corpo ordenado F, se n € INe z > —1, vale

(I1+2)" > 1+ nz.

Demonstragao: Para mostrar, faremos o uso do principio da inducao finita.

Se n = 1 temos,

(I+2)">14+nz
14+ >1+ 12

l+z>1+=z

12



Entdo, paran = 1 a afirmacdo € verdadeira. Supomos entdo que vale para k € IN e mostraremos

que vale para o seu sucessor. De fato, tomemos n = k + 1, logo
(1+2)" =1 +2)" =1 +2)(1+a2)"
Mas, (1 + x)¥ > 1 + kz, entdo
(I4+z)(1+2)* > (1+ka)(1 +2)
Como
14+kr)(l+z)=1+krt+o+kr*=1+(k+Dr+k*>1+(k+ 1

Pois 2 > —1. Portanto, por transitividade (1 + z)*** > 1+ (k + 1)a.

Logo, (14 z)" > 1+ nx paratodon € Nez > —1. ]

Definicao 2.3. (Valor absoluto) Chamamos de valor absoluto de um niimero real x, ou modulo

de x, o valor numérico deste niimero. Indicamos por |z| e definimos como

rz ,se x>0,
|z| =
—x ,se x <0.

Teorema 2.1. Sejam z,a elementos de um corpo ordenado K. As informagodes a seguir sdo

equivalentes:

) —a<zr<a
i) r<ae—-zxz<a
i) |z| <a
Demonstracdo: Queremos mostrar que de fato as trés afirmagdes sdo equivalentes.
Primeiramente analisamos que —a < x < a pode ser escrito da forma —a < rzex < a0

que implica que —x < a e z < a e também temos que se isso ocorre entdo |z| < a (por

propriedade de médulo), portanto as trés afirmacdes sdo equivalentes [

Teorema 2.2. Seja c um real qualquer, entdo |c¢| = \/c2.

Demonstragdo: A demonstragdo € feita em duas etapas:
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1) ¢ > 0;

Neste caso sabemos que de fato ocorre.

i) ¢ < 0;

Para ¢ < 0 temos que ¢* > 0 e dessa forma
= |c|.
Assim, passando a raiz quadrada em ambos os membros temos,
VE = /] = .

Portanto,

le| = Ve

|
Teorema 2.3. Sejam a e b reais positivos, tais que a < b, entdo \/a < V.
Demonstracdo: Fazemos z = \/a e y = v/, dessa forma
> =aey’> =0
Desde que a < b, entdao
z® < y?
logo
y* — 2% > 0.

Assim,

v -2t =(y—a)(y+2x)>0. (2.1)

Como x € Pey € P, para que (2.1) seja verdadeira devemos ter que

y—x € P.
E assim
y—1x >0,
logo,
y>zx
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Portanto,

Va < Vb

[
Corolario 2.1. Dados a,x,b € F, tem-se |z — a| < b se, e somente se, a —b < x < a+b.
Demonstragdo: Queremos mostrar que |z —a| <b<a—-b<zx<a+b
(=) Provemos entdo que [z —a| <b=a—-b<z <a+b.
De fato temos que
lt—a|<b = -b<z—-—a<b
=sa—-b<zx<b+a
Restamostrarquea —b <z <a+b=|r—a| <D
(<) Temos que
a—>b <zx< a-+b
b <z—a< b
lr—al < b
[

Teorema 2.4. Para elementos arbitrdrios de um corpo ordenado K, valem as relacoes:

D ety <l|z|+ |y (Primeira desigualdade triangular)
i) |zy| = |z| - |y (Propriedade de médulo)
i) |z| = |y| <|lz| = |y|]| < |r —y| (Segunda desigualdade triangular)

v) Jr—z <|z—y|+]|y— 2
Demonstragdo: (i) Se afirmarmos que |z| < |z| podemos escrever da forma —|z| < z < |z

)

analogamente podemos fazer para y e teremos entdo que

—lz| <@ <z
€

—ly| <y <yl

Dessa forma se somarmos as desigualdades teremos
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—lz| =yl <z+y< |z]+|y|
—(lz|+1y) <z+y< x|+ |y
lz+y] < x|+ |yl

|
(ii) Sabemos que z? = |x|? para qualquer z € F', logo
lzyl* = (zy)® = 2%y* = || [y* = (2] - [y])*.
Entdo temos que |ry| = £|z| - |y| mas como |zy| e |x| - |y| sdo ndo negativos entdo
2yl = |z[ - [yl
]

(iii) Podemos dizer que |z| = |z +y — y| = |(z — y) + y| e sabemos que |(z — y) + y| <

,logo |z] < |z —y|+ |yl e |x| — |y| < |z —y|. Seguindo o mesmo raciocinio temos

|z —y|+y
[yl —|z| <ly—=|ely|—|z| < |z —y|, dessaforma [z —y| > |z —[y| e [z —y| > —(|z| —|y])
entao

[lz| = lyl| < |z =yl

(iv) Sabemos que z — z = (x —y) + (y — 2) e |x — z| = |(x — y) + (y — 2)|, portanto
v —z[ <[z —yl+ |y — 2]
u

Lema 2.1. A hipotenusa de um triangulo retdngulo isosceles cujos catetos medem 1 ndo é
racional.

Demonstragdo:
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Seja h a hipotenusa do tridngulo retangulo isésceles, suponhamos por contradi¢do que A seja

um numero racional, isto é,

h="
q
com p, ¢ primos entre si, com q # 0.
Pelo Teorema de Pitdgoras sabemos que
h2 — 12 T 12
ou seja,
» 2
(¢~
q
logo,
p? = 2¢%. (2.2)

Logo, p? é um ndmero par.

Afirmagdo: Se p* é par, entdo p € par.

Para mostrarmos esta aﬁrmagﬁo, verificaremos a sua contra positiva, isto €, vamos mostrar que
se p € impar, entdo p* é impar.

Com efeito, sendo p impar temos que
p=2k+1,Vk € Z.
Elevando ambos 0os membros ao quadrado teremos
p* = (2k +1)? = 2(2k* + 2k) + 1.
Chamamos (2k* + 2k) = r, dessa forma
pPP=2r+1

ou seja, p? também & impar.

Portanto, se p? é par segue-se que p é par. Assim,
p=2tVk el
logo, substituindo em encontramos
(2t)* = 2¢°
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dessa forma,
q2 — 2t2
Logo ¢? € par e assim ¢ € par.
Encontrames entdo que p e ¢ sdo pares, mas por hipdtese p e ¢ sdo primos entre si, portanto

chegamos em uma contradi¢do e encontramos que h ¢ Q. [

2.2 Supremo e Infimo

A seguir daremos algumas definicdes importantes para a compreenssao dos conceitos de
supremo e infimo, bem como alguns exemplos para melhor entendimento dos mesmos.

No que segue, consideremos A C F' um subconjunto de F'.

Definicao 2.4. (Mdximo de um conjunto) Seja F' um conjunto em um corpo ordenado K. Diz-se

que F possui um mdximo (maior elemento), denotado por ty = max(F), se:

i) to e F;
ii) para cada s € F' tem-se que s < t,.

Definicao 2.5. (Minimo de um conjunto) Seja ' um conjunto em um corpo ordenado K. Diz-se

que F possui um minimo (menor elemento), denotado por sy = min(F), se:

i) so € F;
ii) para cada s € F' tem-se que sy < s.

Definicao 2.6. (Cota superior) Sejam F' um corpo ordenado e A C F. Diz-se que 5 € F é uma

cota superior do conjunto A se

a < B, para todo a € A.

Definicao 2.7. Diz-se que um subconjunto A de um corpo ordenado F é limitado superiormente

se ele possuir uma cota superior.

Definicao 2.8. (Cota inferior) Sejam F' um corpo ordenado e A C F'. Diz-se que o € F é uma

cota inferior do conjunto A se
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a < a, para todo a € A.

Definicao 2.9. Diz-se que um subconjunto A de um corpo ordenado F é limitado inferiormente

se ele possuir uma cota inferior.

Definicao 2.10. Um subconjunto A de um corpo ordenado F é limitado se ele for limitado

superiormente e inferiormente.

Definicao 2.11. (Supremo) Chama-se supremo do subconjunto A um elemento x € F' tal que x

satisfaz as seguintes condig¢oes

i) x é cota superior de A, isto é

r <a, Ya € A.
ii) = é a menor das cotas superiores de A, isto é, se y € F' é cota superior de A, entdo
z <.

Definiciio 2.12. (Infimo) Chama-se infimo do subconjunto A um elemento © € F tal que x

satisfaz as seguintes condigoes

i) x é cota inferior de A, isto €

b<ux Vae A.
ii) x € a maior das cotas inferiores de A, isto é, se z € F' é cota superior de A, entdo

z < x.

Observacao 2.5. Se X C F e X = O entdo todo elemento de F' serd cota superior de X e
como todo elemento de F' é cota superior de X ndo podemos definir um elemento que seja o
menor dentre os outros. Portanto & ndo possui supremo e o mesmo raciocinio se aplica para

concluir que ndo possui infimo.

Exemplo 2.2. Dados os conjuntos Q e A C @, tal que A = {1,2,3,4}, entdo

min A =1, cotasuperiorde A={z € Q|x >4}, supA=4

max A =4, cotainferiorde A={ze€Q|xz<1}, infA=1
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Exemplo 2.3. Dados os conjuntos Qe A C Q,talque A = {--- ,—3,—2,—1,0}, entdo

min A = A, cotasuperiorde A= {r € Q |z >0}, supA =0
max A =0, cota inferior de A = 7, infA=7%

Exemplo 2.4. Dados os conjuntos Q e A C Q, tal que A = IN, entdo

min A =1, cotasuperiorde A=7, supA =7

max A = #, cotainferiorde A=1, infA=1

Exemplo 2.5. Dados os conjuntos Qe A C Q,talque A = {--- ,—3,—2,—1,0}, entéo
min A = P, cotasuperiorde A= {xr € Q|z >0}, supA=0
max A =0, cota inferior de A = 3, inf A =7

Exemplo 2.6. Dados os conjuntos Qe A C Q,talque A = {x € Q| 1 < x < 2}, entdo

min A =1, cotasuperiorde A={ze€Q|xz>2}, supA=2
max A = #i, cotainferiorde A={r€Q|x>1}, infA=1

1
Exemplo 2.7. Dados os conjuntos Q e A C @Q, tal que A = {— |n e ]N}, podemos notar que
n

.

)

A é da forma {1

e~ =
o]

11
72737

]
T

0

Ot =
ol Bl
W | =
DO | =+

Logo, os elementos de A estdo ordenados de forma decrescente e

min A = B, cotasuperiorde A= {r € Q|x>1} supA=1

max A =1, cotainferiorde A={zr€Q|x>0} infA=0

Exemplo 2.8. Dados os conjuntos Re A C R, tal que A = { Zl |n € ]N},podemos notar
n
123
Aédaf — e P
que A éda 0rma{2,3,4, }
0 1 2 3 1
2 3 4



Logo, os elementos de A estdo ordenados de forma crescente e

1
min A = Y cota superiorde A={z € Q|z>1}, supA=1

1 1
max A = #, cota inferior de A = {:1: €EQlz> 5}, inf A = 3

Exemplo 2.9. Dados os conjuntos Qe A C Q,talque A = {z € Q|1 <z < 2}, entdo
min A =3, cotasuperiorde A={r€Q|x>2}, supA=2
max A =P, cotainferiorde A= {z € Q|z>1}, infA=1
Ja vimos no Lema[2.1|que existem elementos que ndo pertencem ao conjunto () dos nimeros

racionais, ou seja, ele ndo consegue preencher todos os pontos da reta pois v/2 é um ponto da

reta numérica, mas /2 ¢ Q.

Dessa deficiéncia, da ndo-completeza dos ndmeros racionais, surge a necessidade de
construir um novo conjunto em que os elementos que a ele pertencem sdo exatamente os que ndo
pertencem a (), em que a unido desses dois conjuntos consegue preencher toda a reta real. Essa
construcdo foi feita pela primeira vez de maneira rigorosa pelo matematico Richard Dedekind

e seu estudo ficou conhecido como Cortes de Dedekind.

Dessa forma, devemos analisar o exemplo a seguir para compreender o resultado que sera

visto porteriormente.
Exemplo 2.10. Seja o conjunto A, tal que
A={reqQ|z*<2ex >0}
sabemos pelo Lema [2.1|que A ndo possui supremo em () pois ndo existe um racional x tal que
x? = 2. Como temos que * > 0 e x € @, sabemos que

2 <2oux?>2

Tomemos entdo a primeira afirmacdo e assumimos que existe n € IN tal que
1\ 2
T+ =] <2
n

2x 1
n n
n?z? +2xn+1 < 2n?

Dessa forma encontramos que

2 + < 2

(22 =2 +2m+1 < 0
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E temos entdo uma expressdo do segundo grau em que o coeficiente do termo de maior grau é
(22 — 2), que é um nimero negativo pois 2% < 2, entdo, existe um n suficientemente grande de

forma que o polindmio seja negativo. E suficiente tomar n maior que a maior raiz do polindmio

1\ 2
(x+—> <2
n

1 L o
E como x e — sdo racionais positivos, entdo sua soma também o é e pertence a A e nenhum
n

desses elementos sera cota superior de A.

e teremos

Tomamos agora z € Q tal que x > 0 e 22 > 2, dessa forma x é cota superior de A e podemos

(ee3)
T+ — > 2
n

como jé foi visto podemos tomar essa desigualdade como

encontrar n € IN tal que

(%> —2)n® +22n +1 > 0.

E teremos que (2 — 2) > 0 e existe n € N tal que a desigualdade € satisfeita. Desse modo,
qualquer z € Q tal que 2* > 2 ndo pode ser cota superior de A e concluimos que A ndo possui

supremo em ().

Observacao 2.6. O Exemplo nos mostra que existem subconjuntos dos niimeros que sao
limitados superiormente, porém ndo possuem supremo. Tal caracteristica nos leva a conclusdo

de que o conjunto Q ndo é completo.
Iremos entdo introduzir o corpo dos nimeros reais pelo seguinte postulado:

Postulado de Dedekind Existe um corpo ordenado R, chamado corpo dos niimeros reais,

com ) C R, tal que todo subconjunto ndo vazio de R, limitado superiormente, possui supremo

em R.

Notacao: Denotamos por I ou R — @ o conjunto complementar de ( que completa os

nameros reais € chamamos de Irracionais.

Proposicao 2.1. Se um subconjunto de R for limitado inferiormente entdo possui infimo.
Demonstragdo: Queremos mostrar que dado um subconjunto A de R, limitado inferiormente,
A possui infimo.

Sabemos que se A € limitado inferiormente, assim, seja = uma cota inferior de A. Desta forma,
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x < a,paratodoa € A

(&

—x > —a, paratodo a € A. 2.3)

Considere — A o seguinte

“A={-a|ac A}

Segue de que —A ¢ limitado superiormente ¢ —x € cota superior de —A, assim, pelo
postulado de Dedekind, — A possui supremo. Daf segue que sup(—A) = —inf(A).

Mostremos que de fato isso acontece.

Faremos sup(—A) = «, entdo o > —a e —a < a paratodo a € A, logo —« € cota inferior de
A. Para que —« seja o infimo, devemos mostrar que ele é a maior das cotas inferiores.

Seja S uma cota inferior de A, ou seja, § < a, paratodo a € A. Da mesma forma que — (5 > —a,
para todo a € A e —f serd cota superior de —A. Logo, —3 > ae f < —a, ou seja —« serd
a maior das cotas inferiores de A. Portanto, todo conjunto limitado inferiormente, diferente do

vazio, possui infimo. ]

Proposicao 2.2. O conjunto dos niimeros naturais ndo é limitado superiormente.

Demonstracdo: Supomos por contradicdo que o conjunto dos nimeros naturais seja limitado
superiormente, pelo postulado de Dedekind IN possuiria supremo, que chamaremos de «, logo
n < aparatodon € Nentaiosen € N,(n+1) € Ne (n+ 1) < aen < a — 1 para todo
n € IN dessa forma teriamos que o — 1 € cota superior de IN o que € uma contradi¢do pois a €

supremo de IN. Portanto IN € ilimitado superiormente. [

Proposicao 2.3. (Propriedade Arquimediana) Dados niimeros reais 0 < a < b, existe um

niimero natural n de forma que b < an.

Demonstragdo: Queremos mostrar que dados nimeros reais 0 < a < b, existe um niimero
natural n tal que b < an. Para isso vamos supor por contradicdo que an < b, para todon € IN.
Isso implicaria que o conjunto A = {an | n € IN} seria limitado superiormente e possuiria
supremo, que indicaremos por «. dessa forma an < «, para todo n € IN. Mas se estamos

trabalhando com n € IN entdo o seu sucessor (n + 1) também vai existir e (n + 1)a < «. Logo
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(n+1)a <«
an+a <«

an < a—a.

Dessa forma encontramos que A € limitado superiormente por &« — a 0 que é uma contradi¢io

pois afirmamos que A era limitado superiormente por o. Logo b < an. [

Definicao 2.13. Um subconjunto A de R é denso em R se para quaisquer a,b € R coma < b

existe v € A tal que a < x < b.

Teorema 2.5. O conjunto Q) dos niimeros racionais e o conjunto R — Q) dos niimeros irracionais
sdo ambos densos em RR.

Demonstracdo: Veremos primeiramente que () é denso em IR, para isso sejam a, b € R tais que
a < b, entdo b — a > 0. Segue da propriedade Arquimediana que existe um nimero natural ¢
tal que (b — a) > 1, entdo gb — ga > 1.

O que nos diz que o intervalo (qa, ¢gb) possui comprimento maior que 1, logo existe p € Z tal
que qa < p < gb o que implica que a < g < b, portanto, para todo a,b € R, existe g € Q) tal
que a < d < b, logo existe um racional entre dois nimeros reais e () € denso em R.

Resta moqstrar que R — Q é denso em R, novamente consideramos o intervalo (a, b) e vamos

mostrar que existe um elemento de R — () neste intervalo. Para isso tomamos p € IN tal que

1 b—a ) 2 ) 2
— < ——=,ouseja— < b—a, pois — é um elemento de R — Q. Tomamos entdo os nimeros
P V2 p p
myv 2 , e o 2
da forma ,onde m € Z*, esses numeros dividirdo a reta real em m partes de tamanho —
p p

2 . m PR .
e como — < b — a entdo existe um m, € Z tal que 0 estd no intervalo (a,b) e por isso

p
R — Q € denso em RR. [

Definicao 2.14. (Vizinhanca) Dado um niimero L qualquer, chama-se vizinhanga € de L a todos
os niimeros x do intervalo (L — ¢, L + €) o qual é denotado por V_(L).

Temos entdo que uma vizinhanga desta forma € escrita da seguinte forma:
|t —Ll<e=>—-e<zr—-—L<e=L—-ec<zx<L+c¢

Definicao 2.15. (Ponto de acumulagdo) Seja A um subconjunto de R. Diz-se que v € R é

ponto de acumulag¢do de A se todo intervalo da forma (v — €, x + €) contém um ponto de A

diferente de x, qualquer que seja € > 0.
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Capitulo 3

Sequéncias Numéricas

Um problema fundamental em cdlculo consiste em obter, por exemplo, os valores de
expressoes do tipo

sinz,e’,Inxz,---x € R
ou valores de outras funcdes transcendentes.

As séries numéricas podem ser usadas para obter valores funcionais de uma certa fungao

f(x), portanto é necessario que saibamos interpreta-los, para saber seu significado preciso.
Para tal entendimento devemos primeiramente estudar as chamadas Sequéncias ou

sucessoes numéricas, assunto que tratamos neste capitulo.

Definicao 3.1. Sequéncia numérica (ou sucessdo numérica) é uma funcdo definida no conjunto
dos niimeros naturais e tomando valores reais, em que cada n natural associa a um niimero

real.
a: N — R
n — a(n)

Observacdo 3.1. O valor de a(n) serd representado por a, e serd denominado de n-ésimo

termo ou termo geral da sequéncia, onde n é a ordem do termo em questdo.
A partir de tal informacio, tomaremos sempre 7 um nimero natural.

Notac¢io: Uma sequéncia € indicada por (a1, as, as, - - - ,ay,,---) ou simplesmente (a,) e o

conjunto de seus termos é dado por a(IN) = {a,as,as3, -+ ,a,, - }.
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11 1
Exemplo 3.1. (1, 23 ) possui como termo geral a,, = — e {1,
n

o } € seu conjunto

de valores.

Exemplo 3.2. A sequéncia (1,—1,1,—1,1,—1,---) tem como termo geral a,, = (—1)"" e

seu conjunto de valores é {—1,1}.

3.1 Sequéncia Limitada

Definicio 3.2. Dizemos que uma sequéncia (a,,) é limitada quando o conjunto de seus termos

é limitado, ou seja, existem K e M, niimeros reais, tais que K < a,, < M para todo n € IN.

Definicao 3.3. Uma sequéncia é dita:

i) Limitada superiormente quando o conjunto dos seus termos a(IN) é limitado

superiormente, ou seja, existe um niimero real M tal que

a, < M, Vn € N.

ii) Limitada inferiormente quando o conjunto dos seus termos a(IN) é limitado

inferiormente, ou seja, existe um niimero real K tal que

K <a,, Vn e .
iii) Limitada quando é limitada superiormente e inferiormente, ou, se existe k > 0 tal que

lan| <k, Yn € N, ou seja —k < a,, < k, Vn € IN.
Exemplo 3.3. A sequéncia (a,) = 3, para todo n € IN tem como conjunto dos seus termos
a(N) = {3}.
Que é limitado, logo (a,,) é limitada.
Exemplo 3.4. A sequéncia (a,) = n, para todo n € IN tem o conjunto dos seus termos
a(N) ={1,2,3,---}
Que ¢ limitado inferiormente mas nao superiormente.
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Exemplo 3.5. A sequéncia (a,,) tal que o conjunto de seus termos € dado por
a, =40,-1,-2,-3,---}
Limitado superiormente mas nio inferiormente.

. 1 .
Exemplo 3.6. A sequéncia (a,) = —, para todo n € IN tem como conjunto dos seus termos
n

a(]N):{L 7%7"'}

DN | —

<1

S|

Que ¢ limitado pois seus termos estao entre () <

Definicao 3.4. Dizemos que uma sequéncia tem limite L ou converge para um niimero L se,

dado qualquer niimero € > 0, existe um ng € N, tal que
la, — L| < &,Vn > nyg
Que equivalentemente, utilizando defini¢do vizinhanga terfamos
an € Vo(L)

—e<a,—L<e¢

L—e<a,<L+e¢e Vn>nyg.

Notacao: Escrevemos a,, — L, lim a,, = L ou simplesmente lim a,, = L.
n—oo

3.2 Limite de uma Sequéncia

Definicao 3.5. (Sequéncia convergente) Dizemos que a sequéncia (a,,) é convergente se lim a,,

existe, e ¢ finito.
Observacao 3.2. Uma sequéncia que ndo é convergente é dita divergente.

Teorema 3.1. (Unicidade do limite) O limite de uma sequéncia é tinico.

Demonstragdo: Seja (a,) uma sequéncia convergente, supomos, por contradi¢do, que existem

Ly e Ly, nimeros reais tais que
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lima, = L;elima, = Ly

Por defini¢do temos que dado £ > 0, existem ny,ny € NN tais que
€
la, — Lq] < i,Vnan 3.1

analogamente,

lan — Lo| < %,‘v’nZnQ (32)

somando (3.1)) e (3.2) temos
£

g
n— L n— Lol < =
|a 1+ a 2| 2+2

=¢ 3.3)
Tomando ny = max{n, ny} temos que ng < n, para todo n € IN. Desta forma,

|Ly — Ls| = |an — an + L1 — Lo|
= [(an = Lo) + (L1 — an)|
= [(an = L2) + (=1)(an — L)
< [(an = Lo)| + [(=1)(an — L1)]

Assim,
[(an — Lo)| + [(=1)(an — L1)| = [an — Lo| +| = 1] - |an — L]
= |an — La| + |an — L1
= |an—L1]+|an—L2|
Portanto,

|Ly — Lo| < |a,, — Ly| + |a,, — Lof,

mas, por (3.3)

|a, — Li| + |a, — Ls| < ¢,

entdo por transitividade,

|L1—L2| <é€

E como € > 0 e € suficientemente pequeno,

Ll—L2:0:>L1:L2
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Exemplo 3.7. Seja a, = (—1)""!, note que paran = 2k
lima, =1
paran = 2k + 1
lima, = —1
Logo lim a,, ndo existe e portanto (a, ) é uma sequéncia divergente.

O Teorema a seguir nos fornece uma importante e interessante propriedade das sequéncias

convergentes.

Teorema 3.2. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracdo: Queremos mostrar que, dada uma sequéncia convergente ela serd limitada.
Para isso, seja (a,) uma sequéncia convergente com lim a,, = L, entéo para qualquer £ > 0,
existe ng € N, tal que |a,, — L| < € para todo n > ny.

Mas temos que, utilizando o conceito de vizinhanca,

la, — L|<e = —e<a,—L<e¢

=L —-—e<L+e.

Ou seja, a partir de um indice n a sequéncia (a,,) € limitada pela direita por L+« e pela esquerda
por L — . Resta agora mostrar que a sequéncia também sera limitada para m < n, de fato, para

isto temos uma sequéncia finita de nimeros tais que,

a1, a2, 5 Gy < Ay

E englobamos também os valores L — € e L + ¢ e chamamos de um conjunto X
X = {CL17(12,"' 7amaL_€7L+€}

Tomamos entdo A = max(X) e B = min(X). Portanto, se existe um elemento minimo e um

elemento méximo, a sequéncia (a,,) é limitada e

B <a, <A.
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Exemplo 3.8. A sequéncia constante (a,a,a,---), em que a, = a, para todo n € N, é

convergente e seu limite € o préprio a. Basta observar que, para qualquer € > 0, temos que

lim a, = a
n—oo

De fato, para qualquer £ > 0 dado temos que

la, —al =]a—al|=0<e,Vne N

) 1
Exemplo 3.9. Para a sequéncia a,, = — temos que
n

lim a, = 0.
n—oo

De fato, usando a Propriedade Arquimediana, paraum dado 0 < € < 1 temos que existe ng € IN
tal que

noe > 1

Dai, para n > ng natural, segue que

ne > nge > 1

logo,
ne > 1,Yn > ny
assim,
1
— < e,Vn>ng
n
Portanto,
1 1
——0l=—<¢e,Vn>ng
n n
e lim a, =0
n—oo
—1)"
Exemplo 3.10. Mostrar que lim u =0
n—oo n

Note que

Assim, dado € > 0, existe ny € N tal que
1
— < e,Vn > ng

Portanto,




3.3 Propriedades Operatorias de Limites

Propriedade 3.3.1. Se (a,,) e (b,,) sdo duas sequéncias convergentes, entdo a sucessao (a,+by,)
é convergente e

lim(a, + b,) = lim a,, + lim b,,.

Demonstragdo: Seja € > 0, tomemos lima,, = a e limb,, = b entdo existem ny,n, € N, tais

que

€
|an—a|<§, Vn > nyg
e

|b, — b| < %, Yn > no.
O que queremos provar entdo é que
lim(a, + b,) = a+ 0.
Por defini¢ao de limite temos que isso implica que dado € > 0, existe n € IN tal que
|(an 4+ by) — (a+b)| <&, Vn > ng.
De fato, temos, por comutatividade, vem que
|(an + bn) — (a+b)| = |(ap, — a) + (b, — D).

E, pela primeira desigualdade triangular,

£
2

|(an—a)+(bn—b)]§|an—a\+\bn—b|<%+ —c
|(a, —a) + (b, — b)| < &,¥n > no,

onde ny = max{ni,ns}.

Portanto, (a, + b,) é convergente e

lim(a, + b,) = lima, + limb, =a+b

Observacdo 3.3. Se (a,,) e (b,) forem divergentes, (a, + b,) pode, ou ndo, divergir.
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Teorema 3.3. (Regra do sanduiche) Sejam a, < c, < b, para todon € IN. Se lima, =

limb,, = A entdo limc, = A.
Demonstracdo: Dado € > 0, existe ny,ny € NN tais que |a,, — A| < ¢, para todo n > n;, entdo

por definicdo de vizinhanga temos que
la, — Al <&, Yn >mny

—e<a,—A<e Vn>mnm
A—c<a,<A+e VYn>n,

logo, a, € (A—¢,A+e).
De modo andlogo encontramos que b, € (A —¢e, A+ ¢).

Como por hipétese temos que a, < ¢, < b,,mas A —e < a, e b, < A+ ¢, logo

A—e<a,<c¢, <b,<A+e.

Portanto,
A—e<c, <A+e,Vn>mn
—e<c,—A<eVn>n
len — Al < e,Vn > ny.
Por defini¢do, temos entdo que lim ¢, = A. [

Propriedade 3.3.2. Se (a,,) e (b,) sdo duas sequéncias convergentes, entdo a sequéncia (a,,-by,)
é convergente e

lim(a, - b,) = lima,, - lim b,,.

Demonstragdo: Seja e > 0, tomemos lim a,, = a e lim b,, = b entdo,
|a,b, — ab| = |a,b, — ab, + ab, — ab|.
Pela primeira desigualdade triangular temos,
|anb, — ab| = |a,b, — ab, + ab, — ab| < |ayb, — aby,| + |ab, — ab|

Dessa forma teremos que
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|a,b, — aby,| + |ab, — ab| = |b,(a, — a)| + |a(b, — b)|
= |bn| : |an - a| + ’a| : |bn - bl'

Sabendo que (b,,) é convergente, entdo € limitada e existe k > 0 tal que |b,| < k,
bn| < k,Vn € IN.

Como assumimos que, dado € > 0, e lim a,, = a,lim b,, = b entdo existem ny,ny € IN tais que

€
kla, — a|l = |a, —a| < ﬁ,Vn > ny

la] - b — b = [by — b < ———¥n > na.
2 al

Assumindo a # 0 e n > ny = max{ny, ns},

anbn = ab] < [ba] - lan — al + lal - by = b] < ko + al - 5 ja' =c
portanto,
|a,b, — ab| < e.
Por defini¢do de limite de sequéncia encontramos que
|anb, — ab| < e,Yn > ng
€ portanto
lim(a,b,) = ab = lima,, - lim b,.
|
Observacao 3.4. Como consequéncia das propriedades anteriores temos
lim(—a,) = —lima, = lim(a, — b,) = lima, — limb,

Propriedade 3.3.3. Caso a sequéncia (b,) seja constante, indicamos ela por b e a sequéncia

(b - a,) é convergente para toda sequéncia a,, convergente, e

lim(b-a,) =b-lima,.
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Demonstragdo: Segue da Propriedade que considerando (b,,) uma sequéncia constante em

que b, = b, para todo n € IN. Entdo, de fato, a sequéncia € convergente e
lim(b - a,) = b - lima,,.
]

Propriedade 3.3.4. Se (a,,) € uma sequéncia convergente, entdo a sequéncia |a,| é convergente
e

lim |a,| = |lim a,.

Demonstrag¢do: Tomemos lim a,, = a, temos entdo que pela segunda desigualdade triangular,
l|an] = |a|| < |an, — a| < &,¥n > ny.

Sabemos que (a,) é convergente, pois lima, = a, e por consequéncia temos que (|a,|) é
convergente, e por defini¢ao

llan| — lal] < &,¥n > ng

lim |a,| = |a| = |lim a,|.
|

Observacio 3.5. A reciproca da Propriedade ndo é verdadeira, ou seja, se (|a,|) ndo

implica que (a, ) é convergente.
Contra exemplo: Dada a sequéncia (a,,) onde a,, = (—1)""! sabemos que
la,| =1,Vn € N
Logo, (|ay,|) é constante, portanto convergente, mas a sequéncia (a,,) ndo converge.

Propriedade 3.3.5. Se (a,) é uma sequéncia convergente entdo lima, = 0 se, e somente se,
lim |a,| = 0.
Demonstracdo:

(=)

lima, =0 = lim|a,| =0
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Sabemos que lim(a,) = 0, entdo existe ny € IN tal que

la, — 0| < &,Yn > ny.
Pela segunda desigualdade triangular sabemos que

|lan| = 10]] < [ay, — 0]
e por tansitividade teremos que

llan| — 0] < e,Vn > nyg.
Desta forma temos que lim |a,,| = 0.
(<)

lim |a,| =0 = lima, = 0.

Se lim |a,| = 0, entdo para um dado € > 0, existe ny € IN tal que
llan| — 0] < e,Vn > ny
Por defini¢do temos entdo que lim a,, = 0, como queriamos mostrar. [

Propriedade 3.3.6. Se (a,,) for uma sequéncia que converge para a # 0 entdo existem ny € IN
e k > 0 tais que |a,| > k para todo n > ny
Demonstragdo: Como lim a,, = a # 0 entdo dado ¢ > 0 um valor aleatério e positivo, diremos

a .
que € = %, logo existe ny € N tal que,

la, —a| < %,‘v’n > ny.

Mas, pela segunda desigualdade triangular sabemos que
|lan| = fal] < fan —al.

Portanto,
a
laal — lall < 2L v >
que podemos escrever da seguinte forma

|a|
_ LA >
n -
Ha! ]a H < 9 , VN ng.
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Dai segue que

—% < an| —lal < %, Vn > ng
|al—% < an < |a\+%, Vn > ng
% < a,| < 3%, Vn > ny.
Mas % > 0, entdo 0 < |a7| < |ay|, para todo n > ny. ]

Observacao 3.6. Esta afirmacgao € idéntica a afirmacao de que dada uma sequéncia convergente,

ela serd limitada, que foi vista no Teorema[3.3]

Propriedade 3.3.7. Se (a,) é uma sequéncia convergente tal que a,, # 0 para todon € N e

lima, = a # 0, entdo
o1 1
lim — = —
a, lima,

Demonstragdo: Notemos que

1 1

a, «a

a— ap an—a_]an—a|

3.4)

an - a Qp - G 7‘an||a’|
Usando o fato de que lim a,, = a # 0, logo |a| > 0 implica que l%| > 0 e existe ny € IN tal que

a
la,| > |2—‘,‘v’n > ny.
Desta forma temos em (3.4) que
la, —al  lan, —al la, —a] 2|a, — a|
la] - 5 2= 2
lan| - Jal 4. |q] |al |al

Mas, por defini¢ao, sabemos que dado ¢’ > 0, existe ny € N tal que

lan, — a| < €',Yn > ns.
2
a »
Fazendo ¢’ = %5, que serd um ndmero positivo, teremos que
laf?

a
la, —a| < Te,Vn > no,
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portanto, tomando ny = max{ny, ny} temos

1 1

a, a

_ la, —al  2|a, — al

< e,Vn > ng.

|an| - la] |a?

Logo,

1 1
—— —‘ < g, para todo n > ng entdao
a

n

o1 1 1
lim — = — = - )
a, a lima,

Propriedade 3.3.8. Se (a,) sdo sequéncias convergentes tal que b, # 0, para todo

e (bn

n ]' n

n € Nelimb, # 0, entao( )convergeehm (a ) _ ma
an,

b, limb,
) sdo sequéncias convergentes, € que

1
lim (Z—:) = lim (an . E) )

Segue da Propriedade [3.3.2] que

1 1
lim (an . E) = lima, - lim (E) ,

e pela Propriedade que
1 1
lim [ — ) = .
o (bn> lim b,

. an, ) 1 lim a,,
lim 7 =lima, - = = -

limb, limb,

Demonstra¢do: Sabemos que (

Entao

. a .
Assim, (b—") ¢ convergente. [ ]
n

Propriedade 3.3.9. Se (a,) e (b,) sdo duas sequéncias convergentes, entdo a, < b, e
lima,, <limb,.

Demonstracdo: Queremos mostrar que se (a,) e (b,) sdo sequéncias convergentes e a,, < b,
entdo lim a,, < limb,.

Chamaremos lima,, = a e limb, = b e por contradi¢do, dizemos que a > b. Entdo por

defini¢do sabemos que existem ny,ny € N tais que

la, —al <e,Yn>n; e |b,—0b] <e,Vn > ns.
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a—>b

Como ¢ € um valor qualquer, maior que zero, estimamos que ele seja , que é um nimero

positivo pois supomos que a > b.
Portanto
la, —a| < aT_b,Vn>nle]bn—b\ < CLT_b,Vn>nQ. (3.5)
Desde que
a—b=a—a,+a,—0b
e como, por hipétese a,, < b, entdo
a—a,+a,—b<a-—a,+0b,—0b.
Pela primeira desigualdade triangular temos,
la — a, + b, —b| < |a—a,| +|b, — 0l
Colocando (—1) em evidéncia no primeiro médulo temos
@ = an| + |bn = b] = [(=1)(an — a)[ + [bn — b]
por propriedade de médulo,
[(=D)(an = a)[ + [bn = b = | = 1| - [an — af + by — b] = |an — a| + |bn — 0]

Mas, de (3.5) temos que
a—2> n a—>b
2 2

Chegando em uma contradicao pois, dessa forma, afirmamos que a — b < a — b. Portanto, se

la, —al + b, — b < =a—b

a < b, entdo lim a,, < limb,,. [ ]

1
Exemplo 3.11. Tomamos a sequéncia (a,,) onde a,, = —. Sabemos que
n

1
lima, =lim— =0
n

Portanto (a,,) é convergente.

Além disso, verificamos que (a,,) é limitada e 0 < a,, < 1 paratodo n € IN.

Observacio 3.7. Notemos que a reciproca do Teorema [3.2] ndo é verdadeira, ou seja, basta

verificar que uma sequéncia nao € limitada para concluir que ela ndo € convergente.

n—1

Contra-exemplo: Sabemos que a sequéncia (a,), onde a,, = (—1)""', e o conjunto dos
seus termos € dado por a(IN) = {—1, 1}, portanto é limitada porém ndo converge, como ja foi

visto anteriormente.
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3.4 Limites Infinitos

Definicao 3.6. Seja dada uma sequéncia (x,,) de niimeros reais, dezemos que x,, tende para
infinito (lim x,, = o0) quando para todo um niimero real qualquer a > 0 podemos encontrar

ng € IN de forma que
Tp > a,Vn > ng,

ou seja, existe apenas um niimero finito de indices tais que x,, < A.

3.5 Propriedades Operatorias de Limites Infinitos

Veremos entao as operacdes aritméticas com limites infinitos.

Propriedade 3.5.1. Se lim z,, = +o0 e (y,,) € limitada inferiormente, entdo lim(z,, +y,) = oo.

Demonstragcdo: Seja A > 0. Do fato de y,, ser limitada inferiormente e existe um ¢ € R tal que
¢ < Yp,Vn € N.

E existe ng € N tal que x,, > A — ¢ para todo n > ng, deste modo, somando as desigualdades

teremos que =, + y, > A — ¢+ ¢ = A, logo lim(z,, + y,,) = 0. u

Propriedade 3.5.2. Se limx,, = 400 e existe ¢ > 0 tal que y,, > c para todo n € N, entdo
limx, -y, = oc.

Demonstragdo: Seja A > ( entdo existe ng € N tal que

A
Ty > —,Vn > ng
c

A
e segue da hipétese que y, > ¢, logo x,y, > (—) ¢ = A para todo n > nyg, portanto
c

lim(z,y,) = 0. |

. 1
Propriedade 3.5.3. Seja x,, > 0 para todo n. Entdo lim x,, = 0 se, e somente se, lim — = oc.
Tn
Demonstracdo:
(=) Primeiramente supomos que limx,, = 0. Dado A > 0, entdo existe ny € IN tal que

1 1 1
0<z, < E para todo n > nyg, portanto — > A. Logo lim (—) = 00.
$’n n
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1 1 1
(<) Da mesma forma, se lim (—) = 00, dado € > 0 existe ng € IN tal que — > —, para
€

Tn n
todo n > ng, deste modo 0 < z,, < e e limz, = 0. [ |

Propriedade 3.5.4. Sejam (x,) e (y,) sequéncias de niimeros positivos, entdo se existe ¢ > ()
. . X
tal que ,, > c para todo n e se limy,, = 0 tem-se lim — = oo.
Yn

. c ~
Demonstracdo: Dado A > 0, existe ng € IN tal que 0 < y,, < i para todo n > nyg, entdo
T

—>g:A.Logolim&:oo. [
Yn a Yn
Propriedade 3.5.5. Sejam (z,,) e (y,) sequéncias de niimeros positivos, entdo se (x,,) € limitada

x’rb
e limy,, = oo entdo lim — = 0.
Yn
Demonstragdo: Existe k > 0 tal que z,, < k para todon € IN. Dado ¢ > 0, existe ny € IN tal

T
Yn

lim (m_n) =0.
Yn

k .
que y, > —, para todo n > ng. Dessa forma 0 < = ¢, e assim
€

CRESI =

3.6 Sequéncias Monotonas

Definicao 3.7. Uma sequéncia é dita mondtona quando:

a) (ay) € estritamente crescente, ou seja, G, < Gny1;
b) (ay) € estritamente decrescente, ou seja, a, > Q,11;
c¢) (a,) € ndo decrescente, ou seja, a,, < a,1;

d) (a,) é ndo crescente, ou seja, a, > Q1.

Exemplo 3.12. A sequéncia (1,1,2,2,3,4,5,---) é ndo decrescente.

De fato, note que

a1:1 (12:1 CL3:2

a4:2 CL5:3 &6:4
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Assim podemos ver que

ap fay<az<ag<as<ag <

E a sequéncia € nao decrescente.

. . . n P
Exemplo 3.13. A sequéncia cujo termo geral € dado por a,, = ,onde n € IN é crescente.
n

De fato, note que

2
CL1:O CL2:§ CL3:§

Assim podemos ver que
< ap<az<ag<ag<ag<---

E a sequéncia € crescente.

NI
NI
Wl
Wl
e
RNy

Exemplo 3.14. Uma sequéncia <1, 1,

De fato, note que

Assim podemos ver que

) 2 a3 2 a3 2 a4 > A5 = Qg =«

E a sequéncia € ndo crescente.

1
,Z,--->,paratodon € N, é

Wl

1 1
Exemplo 3.15. A sequéncia (a,), onde a,, = — = (1, Y

n
decrescente.

De fato, note que



Assim podemos ver que
ap > Qg > az > a4 > a5 > Qg > * -
E a sequéncia é decrescente.

Teorema 3.4. Toda sequéncia limitada e mondtona é convergente.
Demonstracdo: Seja (a,) uma sequéncia limitada e monétona e a(IN) o conjunto dos seus
termos, dado por

CL(]N) = {a’ha?)"' aa'na"'}: {an|Vn S IN}

Temos, por hipétese, que a sequéncia limitada, entdo possui infimo e supremo (denotaremos
por a = sup{a,|¥n € N} e 5 = inf{a,|Vn € IN}).

Vamos mostrar primeiramente, para (a,,) ndo decrescente, que 5 = a; e o« = L.

De fato temos que para 5 = a; € trivial. Vamos mostrar agora que « = Ly, onde lim(a,,) = L;.
Sejae > 0, > a — . Isso implica dizer que o — € ndo € cota superior de (a,, ), portanto existe
an, tal que o — € < ay,.

Como a sequéncia € ndo decrescente, entdo para todo n > ng, existe a,, > a,,. Logo

a—€<lp, <apb <a<a+te

a—e<a, <a-+e.

Pelo conceito de vizinhanga sabemos que

a—e<ap,<a+te=la, —a| <eV¥n>mng
Portanto, por defini¢do de limite de sequéncia, temos
lima, =a =1,

Analogamente, vamos mostrar para (a,,) ndo crescente que o = a; e inf(a(IN)) = L. Temos
que o = a4 € trivial. Vamos mostrar entdo que 5 = Lo, onde lim a,, = L.
Sejae > 0, temos que 3 + ¢ > (3. Isso implica dizer que 5 + ¢ ndo é uma cota inferior de (a,),

portanto, existe no € IN tal que a,,, < 8 + <.
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Como a sequéncia € ndo decrescente, entdo para todo n > nyg, existe a,, < a,,. Logo

Bte>an, >a,>pF>pF—¢

B4+e>a,>p—c.

Pelo conceito de vizinhanga sabemos que

B+e>a,>p—¢e=|a, —B] <e,Vn>ng.

Portanto, por defini¢do de limite de sequéncia, temos
lima, =6 = Lo

Logo a sequéncia (a,,) é convergente. ]

Podemos concluir dos Teoremas [3.2] ¢ [3.4) que uma sequéncia (a,, ) monétona é convergente

se, e somente se, ¢ limitada, que é conhecido como Teorema da Sequéncia Mondtona.

3.7 Subsequéncias

Definicao 3.8. Seja X = (a,,) uma sequéncia e n = (ny) uma sequéncia crescente de niimeros
naturais

ng < ng < - - << ng < ---
Entdo a sequéncia
Xon= {ankU{j c ]N} — (anwanz’... ’ank’...)
E chamada subsequéncia de (ay,).

. 1
Exemplo 3.16. Dada uma sequéncia (a,) tal que a,, = —, entdo tomando n; = 2k teremos a
n
) 1 . .
subsequéncia (a,, ) onde ag, = o5 e também, tomando n; = 2k 4 1 teremos a subsequéncia

(ank) onde Agk+1 = m
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Exemplo 3.17. Dada uma sequéncia (a,) tal que a, = (—1)""!, entdo tomando n, = 2k
teremos a subsequéncia (agx) onde agy = (—1,—1,--- , —1) e também, tomando ny = 2k + 1

teremos a subsequéncia (ag1) onde ag,y = (1,1,--- ,1).

Proposicdo 3.1. Se lima,, = L, entdo toda subsequéncia de (a,,) convergente para L.
Demonstra¢do: Seja (an,, Gny, Gny, -+, Gp,, - -+ ) uma subsequéncia de (a,) e sabemos que

lima, = L, entdo dado € > 0, existe ng € IN tal que

la, — L| < &,¥n > ny.
Como o subconjunto dos indices de uma subsequéncia € infinito, entdo existe n; > ng tal que

la,,, — Lle,¥Yn; > ny.
Portanto,

lima,, = L.
|

Corolario 3.1. Uma sequéncia que possui duas subsequéncias convergindo para limites
distintos é divergente.

Demonstra¢do: Afirmamos, por contradi¢do, que a sequéncia (a,) é convergente e que as

sequéncias (an,) € (an,) sdo subsequéncias de (a,) e convergem para limites distintos, ou seja,
lima,, = Ly e limay,, = Lo

Onde L; # Ly, o que é uma contradi¢do, pois afirmamos que (a,) é convergente e pela
Proposicao [3.1] sabemos que se uma sequéncia é convergente entdo todas as suas subsequéncias

convergem para o mesmo limite. Portanto (a,,) é divergente. [

Definicdo 3.9. Diz-se que L é o valor de aderencia da sequéncia (a,) se existir uma
subsequéncia (ay, ) tal que

lim a,, = L.
N —r00

Exemplo 3.18. a sequéncia a, = (—1)""! para todo n € IN possui duas subsequéncias

convergindo para limites diferentes. Se tomarmos n; = 2k teremos
(17171717"'>
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entio aqy, converge para 1.

Se tomarmos n; = 2k + 1 teremos
(-1,-1,-1,-1,--)

entdo aox1 converge para —1.

Logo, pelo Coroldrio 3.1} a sequéncia (a,,) = (—1)"~! € divergente.

Corolario 3.2. Uma sequéncia limitada de niimeros reais (a,,) é convergente se, e somente se,
possui um unico valor de aderéncia.

Demonstracdo:

(=) Se a sequéncia (a,) converge, entdo o valor de aderéncia é tnico.

De fato, se a sequéncia (a,,) converge entdo existe L tal que lim a,, = L. Sabendo que (a,, ) é
uma subsequéncia de (a,) e

lim a,, = L.
N —>00

Logo existe ¢ > 0 tal que |a,, — L| < ¢ para todo ny > ny

Supomos que exista L, tal que lima,, = L, e L # L, entdo pelo Coroldrio [3.1| a sequéncia
(ay) seria divergente, o que contraria a hipdtese.

(<) Se o valor de aderéncia ¢é tnico, entdo a sequéncia (a,) converge.

Sabendo que L € tnico, entdo

lim a,, =L
N —r00

Supomos entdo que (a,,) diverge, para isso existem duas subsequéncias (ay,) e (an,) tais que
lima,, = Ly e lima,; = Ly

Mas como por hipétese o valor de aderéncia € unico, entdo L; = L, e temos duas subsequéncias

convergindo para o mesmo limite. Portanto (a,,) é convergente. [

Teorema 3.5. Toda sequéncia possui ou uma subsequéncia ndo crescente, ou uma subsequéncia
ndo decrescente, ou ambas.

Demonstrag¢do: Seja (a,) uma sequéncia e

A={N e N| se m >n entdo a,, < ay} (3.6)

45



Um subconjunto de IN e supomos que A ndo € limitado superiormente (por ser um subconjunto

de IN). Logo A possui elementos da forma
k1<k2<1€3<"'

Por (3.6) construiremos entdo

Ay > Qg > Qfgg >+ °

que € uma subsequéncia decrescente.
Tomemos agora A limitado superiormente, dessa forma, como A é subconjunto de IN e é

limitado superiormente, entdo A € finito, ou seja, a partir de certo indice k; € IN
{ki, ki + 1L, k1 +2,- -} ={k1, ko, k3, -+ }
ndo pertencem a A mas também formam uma subsequéncia de IN de tal forma que
Ay < Ay < gy < v
que € uma subsequéncia nao decrescente, o que conclui a veracidade do Teorema. [

Teorema 3.6. (Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia

convergente.
Demonstracdo: Tomamos uma sequéncia (a,) que, por hipdtese, é limitada, entdo existe um
k > 0 tal que

—k<a, <kVnecN,

Segue do Teorema que (a,) possui uma subsequéncia ndo crescente ou uma subsequéncia
ndo decrescente ou ambas. Estudaremos entdo estes casos.

Se a subsequéncia for decrescente, e como ela € limitada, entdo ela convergird para o infimo.
Da mesma forma se a sequéncia for ndo decrescente ela convergira para o supremo. Portanto,

em todas as situacdes as sequéncias serdo convergentes. [

3.8 Algumas Sequéncias Especiais

Seja r um nuimero real e consideremos a sequéncia (r"). Estudaremos todos os casos

possiveis com relacdo aos valores de r.
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(a)

(b)

()

(d)

(e

®

Se r = 0, a sequéncia serd constante, (0,0, 0, - - - ), e, portanto, convergird para 0.
Se r = 1, a sequéncia serd constante, (1,1, 1,---), e, portanto, convergira para 1.

Se r = —1 a, sequéncia serd (—1,1,—1,1,---) divergente. Pois ela contém duas
subsequéncias convergentes: (1,1,1,---), quando n = 2k e (—1,—1,—1,—1,--+)

quandon = 2k — 1, k € IN.

Consideremos o caso em que 0 < r < 1. Fazendo a,, = r" teremos

+1

Uppy =1r""" =rr" <r" =a,

e assim (a,) é decrescente e limitada inferiormente por 0. Dai, concluimos que (r")
converge.

Seja L o seu limite. Como (") converge, (rr") também convergira e
limrr™ = rlimr"
ou
limr"*t =rL

e como (r"™!) também converge para L (observe que (r"*1) é subsequéncia de uma
sequéncia convergente), teremos L = rL e assim (1 — r)L = 0. Mas 1 — r # 0, pois

r < 1, eentdo L = 0. Portanto, se 0 < r < 1 a sequéncia (") converge para 0.

Se r < 0 a sequéncia serd oscilante, como ocorre em (c), ou seja, os termos de ordem

fmpar serdo negativos e os termos de ordem par serdo positivos.

Suponhamos que r» > 1. Desse modo, » = 1 + h, para algum h > 0. Pela Desigualdade
de Bernoulli, temos

r" = (1+h)" > 1+ nh.

Como h € positivo, tem-se lim(1 + nh) = oo entdo, usando a dltima desigualdade,
concluimos que

limr"™ = co.

Portanto € divergente.
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3.9 Sequéncia de Cauchy

Definicao 3.10. Dizemos que uma sequéncia de niimeros reais (a,) é chamada sequéncia de

Cauchy se, dado £ > 0, existir ny € N tal que
|am — an| < £,¥Ym,n > ny.

1

Exemplo 3.19. Tomando a sequéncia (a,) onde a,, = — queremos mostrar que (a,) é uma
n

sequéncia de Cauchy.

Devemos mostrar que dado € > 0, existe ny € IN tal que

1 1
—— —| <&, Vn,m > nyg.
n o m

Convencionamos que 0 < ¢ < 1 e pela Propriedade Arquimediana 1 < enyg, logo ng > —.
€
1 s 1 .1
Como n > ny temos que n > ny > — e por transitividade n > —, dai — < e.
€ € n

1

De modo andlogo — < ¢. Portanto
m

1 1 1

1
—— — | < —4+ —<e+e=2,Vn,m > ny.
n m nom

Lema 3.1. Se uma sequéncia de Cauchy (a.,) possui uma subsequéncia convergindo paraa € R
entdo lim a,, = a.

Demonstragdo: Queremos mostrar que se uma subsequéncia converge para a, entao a sequéncia
também converge para a.

De fato, dado ¢ > 0, existe ny € N tal que |a,, — a,| < g para todo m,n > ny. Como sabemos

que existe uma subsequéncia que converge para a, entdo podemos escrever
€
|a,, —al < §,Vn1 > ng
E, pela desigualdade triangular
e €
lan, — al <lan, — an, | + |an, —al < §+§:€,Vn>n0

Logo, |a, — a| < &, para todo n > ngy. Portanto

lima, = a.

48



Proposicao 3.2. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.
Demonstracdo: Seja (a,) uma sequéncia de Cauchy, entdo tomando £ > 0, existe no € IN tal
que n > ng, logo

| — Qngt1| < €= g1 — € < @y < Apgy1 + €.

Tomando A = {ay,as,  * , Angs1 — €, Ay, Ang+1 + €} €NtA0

min A < a, < max A,Vn € IN.

Portanto, (a,,) é limitada. |

Teorema 3.7. Uma sequéncia (a,,) € convergente se, e somente se, é de Cauchy.
Demonstracdo:

(=) Se (a,) é Convergente, entdo (a, ) é de Cauchy.

Supondo que (a,,) é uma sequéncia convergente com lim a,, = L. Entéo para todo ¢ > 0, existe
ng € NN tal que

£
|z, — L] < §,Vn > ng.

Assim para todo m, n > ng

|Tm — xp| = |2m — L+ L — x|

Mas, pela primeira desigualdade triangular,

£
2

|:cm—L+L—:z:n]§|xm—L|+|L—xn|<%+ =c

Por fim, temos que

|Tm — xn| < e

Logo, se uma sequéncia (a,,) é convergente, ela é de Cauchy. Resta mostrar entdo que toda
sequéncia de Cauchy € convergente.

(<) Se (ay,) é de Cauchy, ento (a, ) é convergente.

Seja (a,) uma sequéncia de Cauchy, sabemos que ela é limitada, pela Proposicéo e que
existe uma subsequéncia convergente, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass.

Supondo que lim a,,, = a. Vamos mostrar que lim a,, = a. Portanto, seja ¢ > 0, entdo

o ) €
i) lima,, = a e existe n; tal que |a,, — a| < L para todo n; > n
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ii) Se (a,) € uma sequéncia de Cauchy, entdo existe ny, para todo m,n > ns tal que

€
| — an| < 3

Entdo, tomando ny = max{n;, n,} temos, entdo, que para todo n > ng
|an — a| = |an — an, + an, — a

Pela desigualdade triangular,

€

5~ ¢

19
|an_am+am_a|§|an_am|+|am_a’<§+

Portanto lim a,, = a e a sequéncia (a,,) é convergente. |
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Capitulo 4

Séries Numéricas

Ap6s o estudo das sequéncias e tendo em mente os resultados que foram obtidos do capitulo
anterior daremos inicio ao estudo de série, ou ainda, série infinita, que surgiu da tentativa
de generalizar o conceito de soma para uma sequéncia de infinitos termos. Apresentaremos
alguns resultados bdsicos para verificarmos a convergéncia e a divergéncia de séries, assim

como exemplificar os mesmos.

Definicio 4.1. Uma série infinita, ou simplesmente série, é um par de sequéncias reais (a,,) e

(sn) cujos termos estdo ligados pelas relagdes

S1 = ay
So :(11+6L2
S3 = a1 +ag+as

Sm = a1+ azx+as+ -+ an.

Ou seja,
n
Sp = E Qg
k=1
onde (a,) é a sequéncia de termos da série, a,, € o termo geral e s,, a soma parcial das reduzidas.

Notacao:

()
E ar ou E ag..
k=1
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oo
Definicao 4.2. Dada uma série g an, Se a sequéncia das somas parciais (s,) convergir para

n=1
s diremos que a série converge, isto é

n o0
5:lim3n:hm§ ak:E Qp,-
n—oo n— oo
k=1 n=1
Caso a sequéncia das somas parciais ndo convirja, diremos que a série diverge.

o0
Exemplo 4.1. (Série Geométrica) Dada a série E r", denominada série geométrica,

n=0
estudaremos as diferentes situagdes para r.

e Se |r| < 1 teremos que

Sp=14r+r2+rd 4. "

Notemos que s,, € a soma dos termos de uma progressao geométrica de razao r, dessa forma
1 —pntt
sn:1+r+r2+r3+---+r":1—

—r

Assim,

1 — n+1
lims, = lim <—r>
1—r

Desde que |r| < 1, entdo,

n+1
lim s, = lim L — lim ! .
1—7r 1—r

Sabemos que || < 1, logo, 0 < r < 1 e dessa forma, quanto maior for o valor de n, menor serd

n+1
lim (f_r) —0

lims, = -0

o valor de 7" *!, logo

Portanto a série ) | 7™ é convergente para |r| < 1.
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e r = 1 teremos

Sp,=14+14+1+---+1=n-1=n.

Aplicando o limite teremos

lim s, = limn = oo.

Assim, uma vez que a sequéncia das reduzidas ndo converge, segue que a série Y 1" é

divergente para r = 1.

e Parar = —1 teremos

dorm=Y) (-1

Que € divergente pois, se tomarmos a soma das parciais Sg, € So,,+1 teremos

limsy, =1 e limsy, 1 =—1.

isto €, a sequéncia das reduzidas possui duas subsequéncias que tendem para limites distintos,
logo pelo Corolario a sequéncia das reduzidas diverge e assim a série »_ r" é divergente

parar = —1

e Para |r| > 1 analisaremos caso r > 0, entdo a sequéncia (s,,), onde s,, = 7™ serd crescente
e lim 7™ = oo. Caso r < 0 a sequéncia (s,,) terd termos positivos e negativos, dessa forma

Iimr™ = ocosen =2k elimr™ = —oo se n = 2k + 1. Entdo,

limr" = +o0.
Portanto serd divergente.

Definicdo 4.3. Diz-se que uma sequéncia (a,,) é telescopica ou de Mengoli se for conhecida

uma outra sequéncia (u,), com n € N, tal que para todo n € N,

Ay = Up — Uyl

1 1 1
Exemplod2. 4, = — = - — .
XEmpro ¢ nn+1) n n+1
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1 1
Exemplo 4.3. a, = In ( " j_ 1) =3 In(n) — 5 In(n + 1).

Notemos que o termo geral da sequéncia das somas parciais associado a uma sequéncia

telescopica (a,,) pode ser obtido da seguinte forma:

n

Sp = E Qe
k=1
n

= Z(Uk — Up41)

k=1
= (ug —ug) + (ug —uz) + (uz —ug) + -+ (Un—2 — Up—1) + (Un—1 — Up)

= U1 — Up+1-

oo
Exemplo 4.4. (Série Telescopica) Considere Z denominada série telescdpica,
n=1

n(n+1)
usando fragdes parciais temos que
1 1 1

— == = = Up — Up

nn+1) n n+1 i
Pelo que foi visto

1
Sp=1-—
n+1

Aplicando o limite temos

lims = lim(l— 1 )
n+1

1
= lim1 —lim
n+1
= 1-0
= 1.

Portando a série telescopica é convergente.

4.1 Algebra das Séries

x
Teorema 4.1. Se \ é uma constante e A # 0 entdo a série E Aa,, converge se, e somente se,

oo
5 Qy, CONVergir.

n=1

n=1
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o0

oo

Demonstragdo: Queremos mostrar que g Aa,, converge se, € somente se, E a, converge,

n=1
para 1SS0 temos que

o o
(=) Se Z Aa,, converge entao Z a, converge.

n=1 n=1
o0

De fato temos que se Z Aa,, converge, entdo existe s tal que

n=1
[ee]
s = Z G,
n=1
:)\(a1+a2+a3+---).
Mas,
o
(a1+a2+a3+"') :Zam
n=1
entao,
oo
s= A\ Z Q-
n=1
[e.e]
Portanto a série Z a, € convergente.
n=1
o0 o0
(<) Se Z a, converge entao, Z Aa,, converge.
n=1 n=1
oo

De fato, temos que se Z a, converge, entio existe s tal que

n=1

o
s = Zan
n=1
(e.)
As =X a,
n=1

S :/\(a1+a2—|—a3—|—'--)
AS = Aa; + Aag + Aasg + - - -

As = i AQy,.
n=1

o)

Portanto, como A é uma constante e A # 0, a série E Aa,, é convergente.

n=1

n=1

o0 o0 o0
Teorema 4.2. Suponhamos que as séries Z Gy € Z b,, convirjam. Entdo a série Z(an +by,)

n=1 n=1
converge.
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Demonstra¢do: Queremos mostrar que a série » (a,, + b,,) converge.

De fato, desde que as séries Y _ a, e > b, convergem, existem s e [ tais que

Zanzs e an:l.
Dessa forma,

n
s =lims, = lim E ag

k=1
e
n
[ =1lim, = hmZbk
k=1
entao

lim(a; +as+az+---+a,) =s e lim(by +by+bg+---+0b,) =1
Logo, usando propriedade de limite e agrupando os termos convenientemente, temos
lim{(a; +b1) + (ag +b2) + (as+b3) + -+ (an + by)] =s+ 1=

Assim, temos que

r= limzn: = Z(an +by).
k=1

Logo, > (a, + b,) é convergente. ]
oo oo oo
Corolario 4.1. Suponhamos que as séries Z ap € Z b,, convirjam. Entdo a série Z(an —by)
n=1 n=1 n=1
converge.

Demonstragdo: Partindo do fato de que > a,, e > b, convergem, entdo existem s; e S, tais que

Zan:se an:l

Dessa forma,

n
s = lims,, = lim E ag

k=1
c
n
| =lim, = anbk
k=1
entao

lim(a; +as+az+---+a,) =s e lim(by +by+b3+---+b,) =1L
Logo, usando propriedade de limite e agrupando os termos convenientemente, temos
lim[(a; — by) + (ag — by) + (a3 —b3) + -+ (a, — b)) =s—1=r
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Assim, temos que
r= limz = Z(an —by).
k=1

Logo, > (a, — b,) é convergente. |

2
Exemplo 4.5. Seja > (W + Tarctan(n) — 7 arctan(n + 1)) Verifique a convergéncia

da série.

Note que

DI TR TEE)Y (‘%)

\" 1
Observe que > | (_5) ¢ uma série geométrica de razao r = —r
Como
= |-t =Ly
rN=\|—-—\\ = —
) D ’
segue que
i 1 1 1 1
1m Sn — = frg —_— —
RGeS
Isto é,
lims, = =

Logo, é convergente. Notemos agora que
2(7 arctan(n) — 7 arctan(n + 1))
€ uma série telescopica, assim
arctan(n) — arctan(n + 1) = arctan 1 — arctan(n + 1)

Logo,

lim[arctan 1 — arctan(n + 1)] = arctan 1 — g = —g.

Logo, pelo Teorema[4.2]a série é convergente.

Observacio 4.1. Consideremos as séries »_, a, e Y b, podemos notar que

e Se > a, é convergente e Y _ b, é divergente, entdo » (a, + b,) é divergente.
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De fato, suponhamos, por absurdo, que > ¢,, onde ¢,, = a,, + b,, é uma série convergente.
Sendo ¢, = a, + b,, segue que

bn:cn_an

logo,

D b= (ca—an) =) [en+(—1)a]

Como Y ¢, € > a, sido convergentes teremos que, pelos Teoremas [4.2|e [4.1], a série

S

é convergente, o que é um absurdo, pois contraria a hipotese.

Portanto se >  a,, € convergente e » _ b, é divergente, entdo »_(a,, + b,) € divergente.

e Se > a, e > b, sdo divergentes, nada podemos afirmar sobre a convergéncia ou

divergéncia da série Y (a, + by).

De fato, seja a,, = 1 e b, = —1, assim as séries » _ a,, ¢ > b, sdo ambas divergentes, no entando
> (an + b,) = 0, portanto é convergente. Agora, tomando a,, = 1 e b, = 1 teremos as séries
> a, e > b, ambas divergentes e > _(a, + b,) = 2, que também ¢é divergente. Logo, nada

podemos afirmar com rela¢@o a convergéncia ou divergéncia da série > _(a,, + b,).

Teorema 4.3. Se > a,, é uma série convergente entdo lim a,, = 0.
Demonstracdo: Seja s, = aj + ay + - -+ + a,, desde que a série ) _ a,, é convergente, existe s
tal que

= lim s,
n—oo

e também

s = lim s,_1.
n—oo

Logo, podemos escrever da seguinte forma,

0=s—s=lims, —lims,_; = lim(s, — s,-1) = lima,.

Podemos observar que a reciproca do Teorema #.3|ndo é verdadeira.
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, o . 1 ) ) )
Contra-exemplo 1: (Série Harmonica) Dada a série E —, denominada série harmonica,
n

1 o
queremos mostrar que seu termo geral —, tende para zero mas a série diverge.
n

Temos que a série pode ser escrita da seguinte forma

21—1+1+1+ Pyt
n o 2 3 n n+l1

Agruparemos as parcelas de modo conveniente tal que

—1+1+ 1+1 + 1+1+1+1 + 1+1+ —1—1 + —|—1+ ! +

2 \3 4 5 6 7 8 9 10 16 n n+1l
1

Observe que os termos agrupados sdo maiores que 5

De fato, visto que

1 1.1 1 2 1
371711717 2

1 1 1 1_1 1 1 1 4 1
57677TR 8 8T8 T8 s

11 1111 11 8 1
9 0T T 16 16 1616 16 2

Agora sabemos que

FIREEUY (L VY (T I P IR
Sn: —_ —_ —_ —_ —_ — — — _ o .. —_— P J—
2 3 4 5 6 7 8 9 10 16

Entao

Aplicando o limite temos

0 <tim (1+3) <lims,.
Mas, sabemos que
lim (1+5) = oo.
Portanto lim s,, ndo converge para zero, logo a série é divergente.
Contra-exemplo 2: Seja > In (1 + %) temos que a,, = In <1 + %) e assim

1
lim a,, = limIn (1+—) =Inl=0.
n
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No entanto,

Sy, = Xn:ln (1 + %)
k=1
- Zln (E)
k=1 k

= ) [n(k+1)—Ink
k=1
= In(n+1)—1Inl

= In(n+1).

Assim,

lims, = limIn(n + 1) = occ.
1
Mostrando que a série > In (1 + —) ¢ divergente, mas lim a,, = 0.
n

Corolario 4.2. (Um critério de divergéncia) Se lim a,, ndo existir ou, se existir e for ndo-nulo,
oo
entdo a série E a, diverge.

n=1
Demonstracdo: Primeiramente, se lim a,, ndo existir entdo contraria a defini¢ao logo a série nao

convirgird, portanto a série diverge.

Se lim a,, existe e é diferente de zero entdo teremos
lima, = lim(s,, — $,-1) = lims, — lims,_; = s; — so.

Mas, como lima,, # 0, entdo s; # so, dessa forma teriamos uma sequéncia (s,,) convergindo

para limites distintos. Portanto ) a,, é divergente. [

. 1 1 .
Exemplo 4.6. Tomemos a série ) cos —, sabemos que a,, = cos —, dessa forma aplicando o
n n

limite teremos

1
lima, =limcos — =1 # 0.
n

Logo, pelo critério de divergéncia a série diverge.

4.2 Testes de Convergéncia para Séries

Teorema 4.4. (Teste de Cauchy para Séries) Seja a,, > 0 para todo n € N a série > a,

converge se, e somente se, as reduzidas s, = ai; + as + --- + a, formam uma sequéncia
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limitada, isto é, se, e somente se, existe k > 0 tal que a; + as + - - - a, < k para todon € IN.

Demonstragdo: Sendo a,, > 0, para todo n € IN, entdo

S1 = ap

So = a1+ as

§3 = a1+ az+ag
Dessa forma temos s; < sy < s3 < ---, logo a sequéncia (s,) converge se, e somente se, é
limitada. [ ]

Teorema 4.5. (Teste da Comparacdo) Sejam (a,) e (b,) sequéncias tais que 0 < a,, < b,, para

todon € IN. Se a série b, converge entdo a série »_ a,, converge.
Demonstragcdo: Sejam S, e s,, as somas parciais

n

Sn—ib] € Sn:ZCL]‘.
j=1

=1

Em virtude de 0 < a,, < b, paratodo n € NN, tem-se

0<s,<S,.

Como » _ b, converge, existe K > 0tal que S,, < K, paratodon € IN e daf, como consequéncia
da comparagdo acima, obtém-se

0<s,<5, <K,

para todo n € IN. Logo, a sequéncia (s, ) é ndo-decrescente e limitada superiormente. Pelo

Teorema anterior, ela é convergente e daf a série )  a,, converge. |

Corolario 4.3. Sejam (a,,) e (b,) sequéncias tais que 0 < a,, < by, para todon € IN. Se a
série Y ay, divergir entdo a série » . b, diverge.

Demonstracdo: Sabendo que > a,, é uma série diverge, entéo
lima, = L; #0.

Entao, como por hipétese sabemos que



lim 0 < lima, < limb,

0 < Ly <limb,.

Portanto lim b,, = Ly # 0 e a série ) _ b, é divergente. [}
t
Exemplo 4.7. Seja a série ) | %, estude sua convergéncia.
Note que
arctann <7 1
nn+1) ~ 2n(n+1)

Logo, para todo n € IN teremos que
arctann s 1 s 1
Ty =2y
Zn(n—i—l)_ZZn(n—Fl) 2Zn(n+1)

Como sabemos que Y € a série telescOpica, portanto € convergente, temos pelo

n(n+1)
arctann
Teorema 4.5} a série —— é convergente.
2t ) &

) 1 .
Exemplo 4.8. Tomando a série Y . —, note que \/n < n, para todo n € IN, assim
n

NG

1 1
0<-—<—,Vnel\.
n n

\/_
1 .. - . 1 ..
Como ) | — diverge entdo pelo teste da comparagio » T diverge.
n n

Exemplo 4.9. Verifique a convergéncia da série

o0

1

n2n’
n=1

Temos que
1
IR Y
2n
. - o N
¢ uma série geométrica de razio 2 entdo para todo n > 1 teremos

1

0< —
— n2n

1
o’

. 1,
Entdo, pelo Teste da Comparag@o, a série ) | o ¢ convergente.
n
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4.2.1 Critério de comparacao do limite

o [e.e]
Teorema 4.6. Sejam Z Qn € Z b, duas séries, com a,, > 0 e b, > 0, para todo n > k, onde

n=0 n=0
k é um natural fixo. Supomos que

Entdo:

i) Se L >0, L € R, ouambas sdo convergentes ou ambas sdo divergentes;

(o) (o ¢]
ii) Se L =00 e se Z b, for divergente, Z a,, também serd divergente;
n=0 n=0

o o
iii) Se L =10e se g b,, for convergente, E a,, também serd convergente.
n=0 n=0

Demonstragdo: (i) Segue de lim % = Leque L > 0 que existe um € > 0 tal que

n—oo n

a
—”—L’ < e,Vn > ng
b,

) L
Convencionamos € = 3 dessa forma

an L
E; —-L‘<<-§,Vn/2;n0

Pela defini¢cdo de vizinhanca teremos

L
—b, <a,—L < Z))7bn,Vn > ny.

Logo, pelo critério de comparagdo, se » b, convergir, entdo »  a, ird convergir e se »_ b,
divergir, >_ a,, ird divergir.

(i1)Segue de lim Z—n = 0o que tomando € = 1, existe p € N tal que p > k, de modo que

n

Qn

bn

oo‘ < 1,Yn > p.
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Entao,
an

by,
Gp > by, Y0 > p

>1,Vn>p

Portanto, pelo critério de comparac@o temos que se » | b, diverge, entdo » _ a,, diverge.

(ii1) Segue de lim % = 0 que existe um ¢ > 0 tal que
n—oo

n

In

<e,Vn > ny
by,

Convencionamos ¢ = 1, dessa forma

Qn

b < 1,Yn > ng

Ou seja, a,, < b, para todo n > ng, dessa forma »_ a,, < >_ b, e, pelo critério de comparagao,
se b, converge, entdo » . a,, converge. |

1

1
Exemplo 4.10. Seja ) a,, uma série tal que a,, = 2 © > b, uma série tal que b, = n(n+1)

verifique a convergéncia das séries.

Analisemos o limite do quociente abaixo

-

. a .
lim — = lim "1
n n(n+1)

o1
= lim ﬁn(n—i- 1)
n?+n
2
n?(1+ 2
—17JQ:1>0
n

= lim
= lim

Assim, pelo Critério de comparacao do limite as duas séries ou sdo ambas convergentes ou

) 1 . L c
ambas divergentes. Sabendo que > b, = > m ¢ uma série telescopica, a qual é
n(n
1
convergente, segue que  , — & convergente.
n
oo
Exemplo 4.11. Verifique a convergéncia da série Z ne .
n=0

n

‘o _n ( o ‘o (oo 1
Tomemos a série Y e~ 2, que é convergente pois é uma série geométrica de razdo e 2 < 1.

Convencionalmente tomamos



Analisando o limite do quociente abaixo teremos

lim 2 = lim - = 0.
b'n, e§

Portanto, pelo Critério de Comparagéo do limite, a série ) _ a,, é convergete.

4.2.2 Teste da Integral Impropria

Teorema 4.7. Se f for for uma fungdo positiva definida no intervalo 0 < x < oo e decrescente

com lim f(z) =0, entdo a série
T—+00

> fn)

/1 " Fw)de

(i) Converge se, e somente se, a integral

converge.

(ii) Diverge se, e somente se, a integral

/1 " Fw)da

diverge.

Demonstragdo: (1) Chamamos

Como f € decrescente

Fnt 1) = St D+ 1) -l = | "+ e < / " e < ()

ou seja,
i1 < b, < ap.
Pelo Teste da Comparagdo, se y _ a,, converge entdo » b, converge. Mas > b,, converge quando
b,, converge, entdo a integral imprdpria / h f(x)dx converge.
(i) De modo anédlogo teremos 1

Ap+1 S bn S Q.

Pelo teste da comparacéo, se > a, . diverge, entdo > b, diverge. [ |
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Exemplo 4.12. A série )

converge ou diverge?
nlnn

Tomemos a fungdo f tal que f(n) = paran > 2 e sabemos que f € uma funcdo positiva,

nlnn
continua e decrescente, portanto, aplicando o critério da integral teremos

/; n&mdn = [In(Inn)J; = In(In @) — In(In 2).

o0
Como lim In(In ) = oo, entdo / dn = oo e a série diverge.
2

a—oo nlnn

=~ 1
Exemplo 4.13. Seja o > 1, onde o € R. Estude a convergéncia da série Z _.
— n(lnn)
Aplicando o critério da integral tomamos a fungao
1
Jn) = n(lnn)®
Que € continua e decrescente, portanto
o 1 ?
/ L=
» n(lnn)® (1—-a)(nn)a-t],
Entao
foa 1 1 1
dn = — =0
5 n(lnn)« l—a |[(Inpg)et  (In2)e-!
1
Entdo, para o > 1 teremos que lim ———— = (, portanto a série é convergente.

B—00 (hl 6)0(—1

4.3 Critérios de Convergéncia para Séries Numéricas

4.3.1 Séries Alternadas

Definicao 4.4. Uma série alternada é uma série da forma
E (—1)"+1an:a1—a2+a3—a4+-~
em que os termos a,, sdo ndo-negativos para todon € IN.

Teorema 4.8. Seja (a,) uma sequéncia ndo-crescente convergente para 0. Entdo a série

alternada

ap —ao+az—ag+--- ou Z(—l)n+1an
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é convergente.

Demonstracdo: Para mostrar que de fato a série alternada converge, mostraremos que (Sz;,)
e (Sant1), que sdo subsequéncias de (s,), convergem para o mesmo limite, desta forma
encontraremos que (s, ) é convergente.

Podemos ver que

Sont2 — Son = (a1 — a2 + -+ + Qop1 — Q2p + Qo1 — Aopy2) — (@1 — g+ -+ + A2p1 — a2y)

= G2p41 — G2ng2 > 0.
Pois a sequéncia (a,,) é ndo crescente por defini¢do e também
Son = a1 — (a2 — az) — (ag — as) — -+ — (Q2n—2 — Q2p—1) — G2n < ay,

pois o0s termos entre parénteses € 0 ay, sd0 ndo negativos. Portanto a subsequéncia (sy,) é

nao-decrescente e limitada superiormente por a;, entdo ela converge para s. Da mesma forma
Sont1 = (a1 — ag) + (a3 — ag) + -+ + (a2n—1 — G2q) + G2ny1 = 520 + G211
€ COmo Sz, — S € gpy1 — 0, tem-se
Son+1 — S.

Entdo s,, — s, ou seja, a série alternada Y (—1)""a, converge. |

(=n"

Inn

oo
Exemplo 4.14. Dada a série E , queremos estudar sua convergéncia.
=2

—1)" ) 1
(=1) ¢ uma série alternada, onde a, = — e n > 2. Note que a, é
Inn nn

Sabemos que Z
=2

n=
decrescente pois,

In2<n3<hd<nb<n6<---.

Portanto,

Dessa forma,

a; >0y > a3 > Q4 > 05 > Qg >+ > Ap—1 > Qp.

1 -1)"
Assim, lim a,, = lim — = 0 e pelo Teorema a série > u ¢ convergente.
Inn Inn
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4.3.2 Teste da Razao ou de D’Alembert

Teorema 4.9. Seja > a,, uma série de termos positivos e para cada n € IN consideremos a
Ap+1
G,

razdo

Qpy1 . . . . ~ s .
sdo menores do que ou 1guais a um numeror < 1 entdo a série

(i) Se todas as razoes
a?’b

converge,

Ap4+1 . . . . ~ P .
sdo maiores do que ou iguats 1 entdo a série dlverge.

(ii) Se todas as razoes
an

Demonstracdo: (1) Primeiramente definimos um nimero r tal que

Ap+1
o <r<1,¥VneN
Qn
Dessa forma sabemos que
az as Qy
— <= ST — Sy
ay Q9 as
e por isso,
as < rag;

az < ray < riag;

ay < raz < riag;

Portanto 0 < a,, < r" !a;, para todo n € IN. Desde que a série Zr”_l converge, a série
S~ r"1a; também convirgira, portanto, pelo Teste da Comparagdo, a série Y  a,, converge pois
0<a, <rla.

(i1) Primeiramente definimos um ndmero r tal que

an—l—l

>r>1,YneN.
an

Dessa forma sabemos que

a2 as ayq
—>Li—=>1;—>1;---
ay a2 as

E por isso,
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Ao > Ay,
as > ag > Ay,

ag > az > as > Ay,

Entdo 0 < a; < as < a3z < ---. Daf a sequéncia (a,) ndo converge para zero, e assim »  a,

diverge. [

Observacao 4.2. Se forem iguais a 1 nada se pode afirmar sobre a convergéncia ou divergéncia

da série.

Corolario 4.4. (Teste da Razdo ou de D’Alembert) Seja > a,, uma série de termos positivos

para a qual a sequéncia (%) converge para um certo limite r. Entdo
n

(i) Ser < 1 a série converge;
(ii) Ser > 1 a série diverge;
(iii) Se r = 1 nada se pode afirmar sobre a convergéncia ou divergéncia da série.

1

~ . A . An+
Demonstragdo: (1) Queremos mostrar que uma sequéncia ( =
an

) de termos positivos
converge para L com 0 < L < 1.
De fato, dado £ > 0 existe ny € IN, tal que

Ap+1
Qp

—L‘ < g,Vn > nyg.

Pela definic@o de vizinhanca podemos escrever da seguinte forma

I — An+41

€< < e+ L,Vn > ny.
G,

(n+1
Mas, como ( “

Qn

) ¢ uma sequéncia de termos positivos, entao

Ap+t1
G,

0<

<e+ L, Vn > ny.

Sabemos que 0 < L < 1 e e > 0 arbitrdrio, convencionamos que L + ¢ < 1, portanto pelo

Teorema4.9|a série converge.

+1 .-
= > de termos positivos converge para L. com

n

.. N a
(i) Queremos mostrar que uma sequéncia (
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0<L<1.

De fato, dado £ > 0 existe ny € IN, tal que

An1

- L‘ < e,Vn > ny.
an

Sem perda de generalidade, podemos escrever

a
‘L— UanY P g, Vn > ny.

Qn,

Pela defini¢cdo de vizinhanca

Ap+1
—e—L< -2 e L

an

Multiplicando por (—1) temos
41
+e+ L > > —e+ L.
n
Qn1 2 AL e s ~
Como é uma sequéncia de termos positivos, entio
Qn

a
L—ec< ™ .
an

Sabendo que L > 1, tomando ¢ > 0 tal que L — ¢ > 1 podemos escrever
any1 > (L — €)ay,.
Assim,

Upgt1 > Gy (T — €)
(g2 > ano-&-l(r - g) > Oy (T - €)2

Ungt+3 > g2 (1 — €) > any (1 —€)°

Como L — ¢ > 1, temos que (L — ¢)*, quando k¥ — oo, diverge. Logo, pelo Critério de
Comparagio, (a,,.) € divergente e a série diverge.
(ii1) Caso L = 1 nada podemos afirmar pois podem haver séries convergentes e divergentes.

Veremos nos exemplos a seguir.
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1
Exemplo 4.15. (Convergente) Tomemos a série ) —, comp > 1, que sabemos que ¢
n

. . ‘o 1 .
convergente pols € uma serie geometrica € — < 1. Vamos analisar de acordo com o teste
n

da razao.

1 1

Sabemos que a,, = — e que a = ———— entdo
que an np que nia (n+1)P

1

P P P
lim 2 i | ) — i () =lim [ —— ) =1
an, L (n+1) n+1

nb

1
Exemplo 4.16. (Divergente) Tomemos a série Y . —, com p > 1, que sabemos que é divergente
n

pois € a série harmonica. Vamos analisar de acordo com o teste da razdo.
1 1

Sabemos que a,, = — e que a, 1 = T entdo
n
a — n
lim =% = lim (”T“) = lim( ) = 1.
Qy, - n+1
Podemos concluir dos Exemplos |4.15|e4.16, quando lim o+l _ 4 nada podemos afirmar. =
Qn

1
Observacio 4.3. Observamos que a série » - é denominada Série de Dirichlet.
n

Daremos agora exemplos da utilizacdo do teste da raiz para o estudo da convergencia de

séries numéricas.

27‘L
Exemplo 4.17. Dada a série > | — queremos estudar sua convergencia.
n!
) 2n 2n+1 )
De fato, seja a,, = —, temos a,,; = ——— . Dessa forma, aplicando o teste da razao teremos
n! (n+1)!
a 25 2 oal 2o 2
n . n ! : :
lim le:hm(;): o = o = =0+#1.
an & (n+1)!2 (n+ 1)n!2 n+1

n
Logo, pelo teste da razdo > | — € convergente.
n!

4.3.3 Teste da Raiz ou de Cauchy

Teorema 4.10. Seja > a,, uma série de termos positivos e para cada n € N considere a raiz

a,. Entdo

(i) se todas as raizes {/a, sdo menores do que ou iguais a um nimero r < 1, entdo a série

converge,
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(ii) se todas as raizes {/a,, sdo maiores do que ou iguais a 1, entdo a série diverge.

Demonstragdo: (1) Queremos mostrar que se todas as raizes de {/a,, sdo menores ou iguais a
um niimero L < 1, a série ) _ a,, serd convergente.

De fato, temos que
Va, <L < 1.

Dessa forma, como (a,,) € uma sequéncia de termos positivos, entdo,
0<a,<L" Vnel.

Aplicando o somatdrio temos

O<Zan <ZL",Vn€]N.

Como ) L™ é uma série geométrica, sabemos que é convergente, entdo, pelo Teste da
Comparagdo, » | a,, converge.
(ii) Para {/a,, > 1, necessdriamente a,, > 1, para todon € IN e o termo geral ndo converge para

zero, portanto a série diverge. [

Corolario 4.5. (Teste da Raiz ou de Cauchy) Seja > a,, uma série determos positivos tal que a

sequéncia ({L/a,n) converge para um certo limite r. Entdo

(i) ser < 1, a série converge;
(ii) ser > 1, a série diverge;

(iii) se r = 1, nada se pode afirmar sobre a convergéncia ou divergéncia da série.

Demonstragdo: (1) Queremos mostrar que uma sequéncia ({L/an) de termos positivos converge
para Lcom (0 < L < 1.

De fato, temos que dado € > 0, existe n € IN tal que
|Wa, — L|,¥n > ny.
E pela defini¢cdo de vizinhanca

—e+ L < {/a, <e+ L,VYn > nyg.
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Como ({/a,) é uma sequéncia de termos positivos, entdo
0 < Yan, Yn > ng.
Tomando € > 0 tal que € + L < 1 entdo
a, < (e + L)",Vn > ny.

Aplicando o somatdrio teremos, sem perda de generalidade que

Zan < 2(5 + L)",Vn > nyg.

Como (¢4 L)™ é uma série geométricae, por conveniéncia € + L < 1, portanto, converge e pelo
teste da comparagdo, »  a,, converge.

(i) Queremos mostrar que uma sequéncia ({Va_n) de termos positivos converge para L com
L>1.

De fato, temos que dado € > 0, existe n € IN tal que
| /a, — L|,¥n > no.
E pela defini¢cdo de vizinhanca
—e+ L < a, <e+ L,Vn > ny.
Como ¢ > 0 e L > 1 entdo convencionamos que L — ¢ > 1 entdo
1< L—¢e< {/an,Vn >ng

1< (L—¢e)" < apVn >ng.

Portanto, 1 < a, para todo n > ng e (a,) ndo converge para zero, logo a série »_ a, é
divergente.

(111) Caso L = 1 nada podemos afirmar pois podem haver séries convergentes e divergentes.

. 1
De fato, seja a,, = —,
n

lim /a, = lim(an)% = lim (—) o1

n
1.

e Y — é divergente.
n

1 . 1
Por outro lado, se a,, = —, teremos também que lim {/a,, = 1, mas ) . — é convergente. ~®
n? n2
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2

—1
n

n
- n . N
Exemplo 4.18. Tomemos a série ) ( ) . Vamos analisar sua convergéncia de acordo
com o teste da raiz.

Sabemos que

Dessa forma,

lim /a, = lim(an)%

Como e ! < 1, pelo Critério de Cauchy

converge.

4.4 Convergéncia absoluta

Até o momento, os critérios que foram estudados aplicam-se apenas a séries cujos termos

sdo positivos. Nesta secdo estudaremos séries cujos termos nao possuem sinal constante.
Definicdo 4.5. Uma série ), a,, é dita absolutamente convergente se >, |a,| for convergente.

Observacao 4.4. Toda série absolutamente convergente é convergente mas nem toda série

convergente é absolutamente convergente.

n

Contra-exemplo: Considere a série )

(=n"

, usando o Critério de Leibniz prova-se que a

série é convergente. No entanto, »

= Y —, que é divergente.
n
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Observacao 4.5. Toda série convergente que ndo é absolutamente convergente é dita

condicionalmente convergente.

Teorema 4.11. Toda série absolutamente convergente é convergente, ou seja, se Y |a|
convergir entdo y  a,, convergird.

Demonstracdo: Seja »_ |a,| uma série absolutamente convergente entio existe um s tal que
Z la,| = s.
Dessa forma podemos escrever esse somatorio como
‘(Z1| + ‘(12’ + |&3’ + - =s.

Mas pela desigualdade triangular sabemos que

lay +as +as + -+ | <|ay| + |ag| + |asg| + -+ = s
S| <Dl =5
Portanto, pelo critério de comparagio temos que » | a,, é convergente. [

Corolario 4.6. Seja > b, uma série convergente, com b,, > 0 para todo n € IN. Se existirem
k> 0eng € N tais que |a,| < kb, para todo n > ny, entdo a série > a,, é absolutamente
convergente.

Demonstra¢do: Queremos mostrar que »  a,, é absolutamente convergente. Como sabemos que
> b, é convergente entdo Y | kb, também é convergente.

Por hipétese sabemos que

la,| < kb,.

Aplicando o somatdrio a desigualdade ndo se altera, entao

> lan| <Y kb,

Como sabemos que > kb, converge entdo, pelo teste da comparacdo, » _ |a,| é convergente,

portanto, pela Defini¢do > a, é absolutamente convergente. [
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Apéndice

Neste apéndice trabalharemos algumas questdes que envolvem os assuntos que foram
estudados anteriormente, mostrando como analisar a convergéncia de diferentes diferentes tipos

de sequéncias e séries numéricas.

n
Questao 4.1. Estude a convergéncia da sequéncia (—') onde r > 0.
n!
Solucido 4.1. Como queremos estudar a convergéncia da sequéncia em questdo, e temos
0 < r <1, entdo analisaremos trés situacoes:
(i) Para 0 < r < 1 sabemos que fazendo a,, = ", teremos a, 1 = r" " = rr", logo a1 < an
e a sequéncia é decrescente, portanto mondtona, e limitada e a sequéncia (a,,) converge. Mas

r’ 5 5 o
r’t < — Entdo, pelo teste da comparacdo, a sequéncia converge.
n!

.. 1 :
(ii) Para r = 1 teremos a,, = —p que é decrescente pois
n!

1 1 111
M= 2T Ty BT T30 6
111 11 1 1 1
TN T a3 2 24 BT 5432 120 76 6.5-4-3-2 720

. . 1"
Logo a1 > ay > az > a4 > as > ag > --- e é limitada, pois 0 < a, < 1, portanto (—|>
n!

converge.

Questao 4.2. Mostre que a sequéncia cujos termos sdo dados por V2, V24 V2,
24+ V242 -, onde a, > 0 é convergente e calcule para onde converge.

Solucio 4.2. Para mostrar a convergéncia da sequéncia basta mostrar que ela é mondtona e

limitada. De fato temos que ela é monotona pois
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a1:\/§ CLQZ\/Q\/§ as = 2\/2\/§

ay = \/ 27/ 2V 2V2 an = 2,1

Portanto,
V2 <y/2v2<yf2y/2vV2 < -
Dessa forma,

a < ap < ag < ---

E a sequéncia é crescente. Além disso, podemos concluir que é limitada inferiormente por /2,
que é seu elemento minimo.
Como a sequéncia é crescente, se ela for convergente o limite existird e ela convergird para o

elemento mdximo da sequéncia, portanto basta calcular seu limite. Diremos que
lima, =L

Dessa forma teremos também que

lima,; =L

Entdo

lima, =lima,
Como a,11 = +/2a,, entdo

lima, = lim+/2a,

1
lima, = V21im a2
Mas como lim a,, = L, substituimos e teremos

1
lima, = V21lim az

L = 2Lz
L
L_
L2
LT = 2
L = 2

Dessa forma, segue de lim a,, = 2 que a sequéncia serd limitada superiormente por 2 e serd

convergente.
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Questio 4.3. Considere a sequéncia (a,,) dada por,

3
a; = 5 e ap = +/3a,_1 — 2, paran > 2.

Mostre que (a,,) é estritamente crescente.

Solucao 4.3. Para mostrar que uma sequéncia ¢ estritamente crescente, verificamos o
comportamento de seus termos de acordo com a ordem crescente de seus indices. Notemos

entdo que
3

a) =

2
/.3 5
ag = /3as_1 —2=1+3a; — 2 = 35—2:\[5

5
az =+/3az_1 —2=+/3a; — 2 = 3\[5—2

/ d
a4:\/3a4,1—2:\/3a3—2: 3 3\/;—2—2
/ D
as = v/3a5_1 —2=+/3a1s —2 = 4|34|3 3\/;—2—2—2

Dessa forma, podemos ver que

3 5 5 5 5
2 = 2 S_92-2 S_2-2-2<...
2<\[2< \/3\[2 = 3\/3\6 <\’ 3\/?’\@ =

Portanto,

A < ay<azg<ag<ag<- < p-1 < ap

E a sequéncia é estritamente crescente.
Questao 4.4. Seja a,, = n, para todo n € N. Mostre que lim /a,, = 1.

Solucio 4.4. Sabemos que
lim {/a, = lim {/n = lim nn

Segue de nw =en ede
1
lim —- = 0
n
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Que,

Como queriamos mostrar.

Questao 4.5. Seja lim a,, = a, mostre que

a;+ag+---+ay
m
n

li

= a

Solucao 4.5. Precisamos mostrar que dado € > 0, existe um ng € NN tal que

a1+a2+~-~+an
n

—a| < e, Vn > ng

. . ~ € .
Sabemos que por hipotese lim a,, = a, entdo dado 3 > 0, existe my € N tal que
€
a, —al < i,Vn > my

Entdo, teremos que

9 g
——<a,—a< =

2 2
Como temos que n > my, entdo

£ < < £
9 m+1 9
£ < < £
9 ot 2
£ < < £
9 m—+3 9

€ < < €

2 " 2

Somando as n — my desigualdades encontramos

19 19
(1= 1m0)5 < (s = @) + (g2 = @) + (Ggrs — ) + -+ (a0 — @) < (1= m0)=

e (amot1 —a) + (@mps2 — @) + (A3 —a) + -+ (an —a) €
2 n—mo 2
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(amy1 — a) + (@my2 — @) + (amyz —a) + - + (a, — a) ; 4.1)

Como myg é um natural fixo

(ap —a)+ (ag —a)+ (a3 —a) + -+ + (am, — @)

n — 1My

=0

lim

Logo, existe p € NN tal que

(e —a)+ (ag—a)+ (a3 —a) + -+ + (am, — @)

n

n

Seja ny = max{my, p}, segue de e que para todo n > ny,

< g,Vn > 4.2)

atat tan | (al—a)+(a2—a)+(&3—a)+"'+(&m0—CL)+
n B n
(ams1 — a) + (@miz2 — a) + (amyz —a) + -+ + (a, — a)
n
< . (@my1 — @) + (ami2 — a) + (amysz — a) + -+ + (an, — a)| n — mg
2 n—mg n
< €
Assim,
a1+a2+---—|—an_a <e,Vn > nyg
n

Portanto,

Questao 4.6. Aplicando o teste de Cauchy estude a convergéncia da série Z

Solucio 4.6. Sejam m,n € N com m > n. Entdo

|Sm — Sn| =

Sabendo que

Temos

Com m — n parcelas, dessa forma teremos que

1
n+1+n+2

| =a
n
= sinn
n
n=1
sin(n + 1 sin(n + 2 sin(m
(n+1) , sinn+2) | sin(m)
n—+1 n—+ 2 m
sinn 1
S_
n n
1
Sn| < + ot =
n+1 n+2 m
1 1 1 1 m—p
m~-n+1 n+1 n+1 n+1
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Tomamos em particular m = n + 1 teremos

m-—n 1
— <1
n+1 n+17—

Dai teremos que

|sm — sn| <1
Que ¢é limitado, portanto, pelo critério de Cauchy, é convergente.
Questio 4.7. Mostre que se > a,, é convergente, entdo >, a? também é convergente.

Solucio 4.7. Sabemos que se a,, > 0 e > a, é convergente entdo lima,, = 0, dessa forma,

para todo € > 0, existe ny € N tal que
la, — 0] < e, Vn > ny.

Tomamos € = 1, dessa forma temos que

lan| < 1.
Dessa forma, como a,, > 0 podemos escrever

a, < 1.
Multiplicando por a,, a desigualdade se mantém e teremos

a2 < ap.

Logo,
2
E a, < E Qp,.
Teremos entdo pelo teste de comparagdo que se » |, a,, é convergente, entdo » ai é convergente,

como queriamos mostrar.

Questao 4.8. Investigue a convergéncia das séries

1 2 3 4 5 = (Inn\"
d3tetat ettt )Z(T)

1 2 3 4 = (=1)"n"
b)- — — 1+ _ ... A
)5 720" 38 56 f)nzzg n!

= sinn > n
C); - g);ln(n—ﬂ)

)
d) —_—
; (n+1)!
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1 3 4 5
1 4. ] ]
Solucao 4.8. a) Notemos que a soma — 5 + = 5 +— 11 +— 13 + == 57 + -+ pode ser escrita da seguinte

maneira

L + 2 + 3 + 1 4+ 4 r
1242 22492 3242 4242 n?+2

3 n
Dai podemos escrever essa soma como E T dessa forma
n

n=1

=1 > n
0< — <
- ; 3n ; n?+ 2
Ilem1l o
0< = - <
-3 ; n - ; n? + 2
Mas Z — diverge pois é a série harmonica, portanto, pelo critério de comparacdo segue que
n
n=1
= n
diverge.
nz:l n? + 2 &

1 2 3 4
b) Notemos que a soma 3720 + 33 56 pode ser escrita da seguinte maneira

= (=1 n
; 2(9n — 8)

(=)' 1 - o
Temos que lim = ou —, dessa forma E ———— diverge pois a série tende
— 2(9n —

209n—8) 18 8 8)
para limites distintos.

c) Aplicando o teorema de Cauchy para séries teremos que sejam m,n € N com m > n.

Entao
sin(n+1)  sin(n + 2) sinm
+ ot

|Sm — 8n| =

n+1 n+2
, . . sinn 1
Dat, da desigualdade triangular e do fato de que ’ < —, temos
n
1 1 1 1 1 m-—n
|Sm = sn| < + =+t =< 4+ =
n+1l n m-n+1 n+ n+1 n+1
. . m—n 1
Fazendo em particular m = n + 1 teremos entdo = <1
n+1 n—+1

1 .
Dai, se tomarmos € = 3 oue < 3 teremos que |S,, — Sp| > 3 Logo, pelo critério de Cauchy,

a série é divergente.

d) Nesta questdo usaremos o teste da comparagdo. Inicialmente veremos que

n n 1
U D " it Dntn =1~ (s D(n=1)!
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Note ainda que se
m+Dn—-1'>Mn+1)(n—1)

entdo
1 1

mr)n—1! ~(n+Dn-1)

Desde que n > 2, ou seja

n 1
0< <
n+1)! = (n+1)(n—1)
1
Not lo teste d. do, bast t
ote que pelo teste de comparagdo, basta mostrarmos que Z CESNCE converge para

concluirmos que esta série converge, entdo

1 1 (n+1)—(n—1) 2
n—-1 n+1 (n+)n-1  (+1)(n-1)

1 1
n—1 n+1

io:(n+1)1(n—1) :%i(nil_nil)

n=2 n=

Logo,

1 1
n+1)(n—-1) 2

e) Utilizaremos o teste da raiz para verificar que
i Inn\"
n

Converge, para isso temos entdo

(ln n) "
a, = | —
n
lim /@y — lim { Inn\" i Inn
im a, = lim — ] =lim—
n n
Aplicando a regra de L’Hospital teremos que
Inn)’ 1
tim i L
(n)’ x
. Inn ) = /Inn
Como lim — = 0 < 1, pelo teste da raiz a série Z —— | converge.
n —~\n

f) Utilizaremos o teste da razdo para verificar a convergéncia da série

= (—=1)"n"
Z%

n=3
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Para isso, temos que

L=
n!
Entdo
(_1)n+1(n + 1)n+1
Apy1 =
(n+1)!
Aplicando o teste teremos
‘<—1>”+1<n + 1)
n 1)!
I |@n1] lim (n +n )n
|an| (=1)"n
n!
(=D)"(=Dn+1)"(n+1)
— im (n+ 1)n!
- 1
n!
-1 1)
o |ED@
nTL
w|(57)
= lim
n
. 1\"
= lim (1+ —)
n
= lime
> —1\nnn
Mas como e > 1, entdo a série Z (=1)"n diverge.
~ nl

g)Queremos verificar a convergéncia da série

iln(nL)

n=1

Para isso temos que

ln( j—l) =Inn(n+1)" ' =Inn+Inn+1)"'=lnn—In(n+1)
n

Podemos entdo dizer que

n: In <ni 1> - i[lnn —In(n+ 1)]

n=1

Dessa forma encontramos que s,, é dado da forma
Sp=(Mm1—-In2)+ (In2—-1n3)+ -+ (In(n — 1) —Inn)
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Logo,

Sy, = —Inn

Aplicando o limite teremos

lims, = lim(—Inn)
= —In(limn)

= —0

o0
n
Portanto, s, diverge e a série g In (?> diverge.
n
n=1

Questio 4.9. Mostre que se a, > 0 e > a, converge, entdo »

converge.

Van
n

Solucao 4.9. Note que

Aplicando o somatorio teremos

Za”+zn2— 2\7/1%20

1
Por hipotese temos que E an converge e sabemos que — converge dessa forma, pelo critério
n?

de comparagdo Z V" converge e Z V" converge.

Questao 4.10. Mostre que a série Z o diverge.

=

Solucao 4.10. primeiramente podemos ver que

0<vVn+vn—1<+yn++vn=2/n<2n

Logo
0<vn+vVn—1<2n

1 1
>0

[
Jitvn—1_2n"
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o0

1 1 1
Veja que Z o diverge, pois se Z o converge, entdo Z — convirgiria, o que é uma
n n n

n=1

1 1
contradigdo pois a série E — ¢ a série harmoénica e diverge. Logo, g o diverge. Portanto
n n

diverge.

1
2 T

o0
~ . , i 2n)!
Questao 4.11. Determine a convergéncia da série E %
nln!
n=1

Solucao 4.11. Para determinar a convergéncia da série em questdo utilizaremos o teste da

razdo.

2n)! 2(n + 1))!
Sabemos que a,, = 'i{ dessa forma, a, 1 = (2(n+1))
nln!

(n+ Dl(n+ 1) Entdo, aplicando o teste da
n Hn !

razdo teremos

a (2(n+1))!
lim ntl 1irn<(n+1)!(n+1)!>

(2n)!

nln!

_ (2n + 2))! n!n!
im ((n YD+ 1) (2n)!)

. (2(2+l>)
lim =
I+ =

. Qpt1 PETSRP
Portanto, como lim —=~ = 4 > 1, a série é divergente.
Qn
00 )
~ . . . 2 —sin“(3n
Questao 4.12. Investigue a convergéncia da série g ¥
=~ 2" + n?+1

Solucao 4.12. Notemos que

2—sin’(3n)| |2 — (1 —cos?(3n))
2+ n24+1| 2" +n?+1
|14 cos*(3n)
| 2r4+n2+1
2
D —
To2n4n?+1
- 2
2" +n?
- 2
n + n?
2
<
- 2
n(n —1)
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Aplicando o somatorio teremos

Z 2—Sln
2"+n2+1

2
<Zn(n—1)

Mas € a série telescopica e é convergente, portando, pelo teste de comparagcdo

n(n —1)
. 2 —sin?(3n) |
E ————— — € convergente.
— 2 2t 1

n—1
Questao 4.13. Estude a convergéncia da série Z
n

e calcule seu limite.

Solucao 4.13. Para determinar a convergéncia da série em questdo utilizaremos o teste da
razdo.

n —
Sabemos que a, = ——,

o dessa forma, a,+1 =

Entdo, aplicando o teste da razdo

(n+ 1)1

T
. Qny1 . +1)!
lim = = lim (271)
n n!

teremos

a
Questio 4.14. Mostre que se a,, > 0 e > a, converge, entdo Z -

converge.

Solucdo 4.14. Note que

o 1 .
Pela hipdtese temos que > a, converge e sabemos que Z —3 converge, dat resulta que

2./a,
n

E (anﬁ) converge e pelo teste da comparacdo encontramos que E converge,

A/ a
portanto Z n converge.
n
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Questao 4.15. A série

11—1—21+21+21+
2 3 3 4 4 5 5

tem seus termos alternados e seu termo geral tende a zero. Mostre que ela é divergente. Porque

esse resultado ndo contradiz o teste de Leibniz?

Solucio 4.15. Pela definigcdo de série podemos escrever

(o8 (Goa) () e ()

—1+1+1+1+ +1— 1+ !
2 3 4 5 n k

n

Como E z diverge quando n — oo, entdo s, — oo. Portanto a série é divergente.

k=1
O fato da série ser divergente ndo contradiz o teste de Leibniz pelo fato de os termos da série

serem monotonos, pois

1> 1 1 - 2
29253
1 - 2 2 - 1
3519171
e assim sucessivamente.
Questao 4.16. Use fracoes parciais para mostrar que i L =1
o foesp P M Dt 2)
Solucio 4.16. Faremos entdo
1 A B A+ B 2A+ B
a, = - + _ At Bny2ay (4.3)
m+1)(n+2) n+1 n+2 (n+1)(n+2)

Desta forma podemos descobrir os valores de A e de B formando um sistema de equagées

A+B =0 A =-B B =-1
24+B =1 2A—A =1 A =1

Logo, substituindo em ({.3)) teremos

1 1
T n+1 n+2

a?’l
Dessa forma encontramos que a soma s,, vai ser dada por
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RIS
1= 27957373
S U S R
527 279737371
R S N S N S
Sq = — — —_ — = _ — — —_ — =
3 22 33 44 5
RS S S S N S R L1 1
n = 2797373 171755 n+l n+2
L 1 LI li lim (1 2 1, portant
} n — — m 1m n = 1m — — » orianto
080, S o ai temos que S o p

> 1
220%+nm+2):1

i
o
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