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Introducao

Na tentativa de resolver o problema da conducao do calor, podemos utilizar a Mate-
matica que aprendemos nos cursos de Calculo Diferencial e Integral e de Equacoes Dife-
renciais, mas chegaremos & conclusao de que necessitamos de algo mais para soluciona-lo

e esse algo mais é a Série de Fourier, a qual é definida por:

nmTx

f(z) =ap+ 2 (an cos — + bwen?) (1)

Onde a, e b, sao os coeficientes de Fourier, podemos assim observar que tal é série é
composta por senos e cossenos.

No presente trabalho fazemos uma abordagem de dois temas principais: Séries de Fou-
rier e conducao de calor, sendo que discutiremos as Séries de Fourier, suas caracteristicas
e algumas das suas aplicagoes no problema da condugao do calor em uma barra. O tra-
balho esta dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo, fazemos um estudo teoérico
sobre as Séries de Fourier, como sua definicao e algumas definicdes necessarias ao seu
entendimento. No segundo capitulo, mostramos a Transformada de Fourier e algumas de
suas propriedades, e no terceiro capitulo estudaremos as Séries de Fourier aplicadas em

problemas de conduc¢ao do calor.



Capitulo 1

Séries de Fourier

1.1 Introducao

Em 1811, estudando o problema da conducao do calor em uma barra, Jean Baptiste
Joseph Fourier (1768-1830) chegou aos coeficientes e as séries de senos e cossenos de
varias funcoes. Mesmo cometendo o equivoco de afirmar que qualquer fungao poderia
ser expressa pela série que leva o seu nome, ele tem o mérito de ter explicitado a série
que representaria a funcao. Um dos primeiros a reconhecer que nem toda funcao pode
ser representada pela série de Fourier foi Dirichlet, o qual produziu os primeiros critérios

para a validade dessa representacao.

1.2 Funcao Peri6dica

Defini¢ao 1.1 Uma funcio f(x) = R — R € periddica de periodo T se f(x+T) = f(x),

para todo x. Sempre que falarmos em periodo, consideraremos T # 0.

Exemplo 1.1 A func¢ao sen () tem periodo 27, 47, 67, ... , pois sen (x + m), sen (x + 2),
sen (x + 4r), sen (x + 67), ... sdo todas iguais a sen (). Todavia, 27 € o periodo minimo,

ou periodo de sen (x). Ver grifico na figura 1.1

Exemplo 1.2 A funcio f(x) = x — [z|, onde [z] representa o maior inteiro menor do
que ou igual a x, € periodica de periodo 1. Veja o grdfico da figura 1.2. Sel' é um periodo

para a funcao f, entdo 2T também € um periodo, pois f(x +2T) = f(x +T) = f(x).



Figura 1.1: Seno

Figura 1.2: f(x)=x-|x]

Exemplo 1.3 O periodo fundamental T da funcdo sen? pode ser determinado do

sequinte modo. Devemos ter:

+T
sen™™ L) o en™ para todo x € .,
L L
ou seja,
nmx nrl’ n nrx  nml nmx (1.1)
sen cos cos sen = sen—— .
L L L L L

L
Para xr = —, obtemos
2n

m nmT s
seng Cos —— = seng
o que implica
cos @ =1 (1.2)
L
e dai, usando a identidade sen0 + cos® 0 = 1, obtemos
senmrT =0 (1.3)

Como estamos interessados no menor valor positivo de T que satisfaca (1.2) e (1.3),

_ , ) ) nmwx
stmultaneamente, obtemos = 2m, isto €, o periodo fundamental de senT eT =

2L 2L
—. O periodo fundamental de cos ? € também —.
n n

1.3 Funcoes Seccionalmente Continuas

Definicao 1.2 Sejam f : I — R uma funcao definida num subconjunto I — R e seja

xo € I um ponto de acumulacao de 1.



e Dizemos que xo € um ponto de descontinuidade de f quando f(x) # lim f(x) ou
T—T0

quando este limite nao existe;
e Dizemos que xg € um ponto de descontinuidade de primeira espécie quando existem

0s limites laterais lim f(x) e lim f(x), mas eles sao diferentes;
z—zot T—T0 ™

o Dizemos que xy € um ponto de descontinuidade de sequnda espécie quando nao existe

pelo menos um dos limites laterais lim f(z) e lim f(z).
z—xot T—x0~

Defini¢ao 1.3 Uma funcio f(x) = R — R serd seccionalmente continua se ela tiver

apenas um numero finito de descontinuidades (todas de primeira espécie) em qualquer

wntervalo limitado. Em outras palavras, dados a < b existem a < a1 < as < --- < a, <b
tais que f € continua em cada intervalo aberto (a;,a;+1), j =1,--- ,n—1 e existem os
limites

f(a; +0)=lim f(x) e f(a; —0)= lim f(x)

+ —

CL’—)aj x—)a]-
Toda fun¢ao continua € seccionalmente continua. A fun¢io f(x) = % nao € seccional-
mente continua, pois sua descontinuidade € de sequnda espécie. A funcgio f: R — R €

definida por

1, se z2>1
1 1 <z< 1 1,2
= — 8¢ —— << —n=
f(z) n’ (n+1) — n’ ’
0, se <0

nao € seccionalmente continua, apesar de todas as descontinuidades serem de primeira
espécie, acontece porém que no intervalo de (0,1) hd um nimero infinito de tais descon-
tinuidades.

Exemplo 1.4 A func¢ao f (x) =z — [z]. Ver grdfico na figura 1.2.

1, se 0<a<m

Exemplo 1.5 A funcao f(x) = e periodica de periodo 2.

0, se —m<z<0

Exemplo 1.6 A funcio f (x) = |z|, para x < 1 € periddica de periodo 2.

1.4 Séries de Fourier

Defini¢ao 1.4 Seja f(x) definida no intervalo [—L, L] e determinada fora desse intervalo

por f(x+2L) = f(x), isto €, suponhamos f(x) periddica de periodo 2L. Define-se a Série

10



Figura 1.3:

de Fourier de f(z) como

> nmwx nmwx
eos ™ psen™™) L
ao+;<a cos — + sen—r (1.4)
onde 0s coeficientes de Fourier a, e b, sao
1 L
an =7 /_Lf (x) cos n—zxdx (1.5)

b, = %/_LL f(z) sen <?> (1.6)

1.5 Condicao de Dirichlet para convergencia

Teorema 1.1 Suponhamos que:
1. f(x) seja definida, exceto, possivelmente em um nidmero finito de pontos de [—L, L|;
2. f(x) seja periodica de periodo 2L;
3. f(x) e f' (x) sejam seccionalmente continuas em [—L, L].

Entao a série (1.4) com os coeficientes dados por (1.5) e (1.6) converge para:

e f(z), sex € ponto de continuidade.

L fa0) = fz—0)
2

, se x € ponto de descontinuidade.

11



De acordo com o resultado acima, podemos escrever:

f(z) =ao+ ; (an cos ? + b,,sen?) (1.7)
em qualquer ponto x de continuidade. Porém, se x é ponto de descontinuidade, o membro
esquerdo deve ser substituido por % [f(x+0)+ f(x —0)] de forma que a série converge
para a média dos valores f(x +0) + f(z —0).

As condigdes 1, 2 e 3 impostas a f (x) sdo suficientes, mas nao sao necessdrias, isto é,
se elas sao satisfeitas, a convergéncia estd garantida. Todavia, nao sendo elas satisfeitas,
a série poderd convergir ou ndao. Essas condicoes sao em geral satisfeitas nos problemas

que surgem na ciéncia ou na engenharia. Nao se conhecem, até o presente, condigoes

necessdrias e suficientes para a convergéncia das Séries de Fourier.

1
sen <M+§) t

2sen—t
Sen2

Exemplo 1.7 Prove que

1
§+cost+cos2t+...—|—coth:

Solucao:

Temos
1 1 1 1
cosntsen-t=—-<sen|n+=-]t—sen{n—=|t¢
2 2 2 2

Somando den =1 até M

1
sen§t {cost + cos2t + ... + cos Mt} =

3 1 5 3 1 1
= —t — — —t — — M+ - — M — —
(senzt sen2t> + (senZt seth) + ...+ {sen( + 2)15 sen( 2)]
1 1 1
= 3 {sen <M + 5) t— sen?}

1 1
Dividindo por sen§t e adicionando 3 obtemos o resultado desejado.

1.6 Convergéncia Uniforme

[e.9]

Uma série numérica E a, converge se a sucessao das reduzidas, também chamadas
n=1

de somas parciais, converge. Lembremos que a sucessao das reduzidas é aquela cujo termo

geral é

12



n

n = Z a,(reduzida de ordem n).
j=1

Uma série de funcoes E un (), onde u, : I — R sao fungdes reais definidas em um
n=1
subconjunto I de R, convergird pontualmente se, para cada x € [ fixado, a série
o0

numeérica E un (o) convergir. Isso equivale a dizer que, dados € > 0 e xy € I existe um

n=1
m
inteiro N dependendo de € e de z¢, tal que Zuj(mo) < e,para todos n < m, tais que
j=n

n > N.

Definicao 1.5 Uma série de fungoes Zun(x) convergira uniformemente se, dado

n=1
e > 0, existir um inteiro N, dependendo apenas de €, tal que Zuj < €, para todos
_] =N
m >n > N.
x
Exemplo 1.8 A série Zun , onde uy,(r) = — € considerada como definida em [0, 1],

n

converge umformemente De fato, para x € [0, 1],

S| <X,

E portanto, dado € > 0, podemos determinar um inteiro N, independente de x e
m

1
dependente apenas de €, tal que Z — <€, param>n=> N.
j=n

Exemplo 1.9 A série Zun(:c), onde ui(r) = x, u,(x), 2" — 2", n > 1, é uma funcao
n=1
definida para 0 < x < 1, converge pontualmente para cada x € [0,1]. De fato, a reduzida

de ordem n, U, (z) = x™ convergird para 0 se 0 < x < 1, e para 1 se x = 1. Tal série nao

. . 1 . 1
converge uniformemente, pois, dados 0 < e < 3¢ N inteiro, tomamos x = (2¢) ™D em

m
Z uj(z) = 2™ — N1
j=N
— $N*1’ = ‘(25) -1 — 25‘. Logo, se m for suficientemente grande, (2)™-1 <
g, e obtemos que
m

Z uj(x)| > e
j=N

para x = (2¢) o

13



Ao verificarmos que a série do exemplo 1.8 converge uniformemente, usamos o artificio
de majorar a série de fungbes por uma série numeérica convergente, esta idéia é mostrada
pelo Teste M de Weierstrass, que serd anunciado a seguir. Esse critério nao sé assegura

convergéncia uniforme, mas também convergéncia absoluta.

Definigao 1.6 Uma série Y u, (r) convergird absolutamente se a série ) |u, (2)|

dos valores absolutos convergir.

Teste M de Weierstrass: "Seja Z up, () uma série de fungoes u, : I — R definida em
n=1
um subconjunto I de R. Suponha que existam constantes M,, > 0 tais que

luy, (z)| < M, para todo = € I.

o0 o0
e que a série numeérica E M,, convirja. Entao, a série de funcgoes E un(z) converge
n=1 n=1

uniforme e absolutamente em I".

Esse critério de convergéncia uniforme reduz o problema de verificar a convergéncia
de uma série de funcoes aquele da convergéncia de uma série numérica.

A razao para estudar convergéncia uniforme é que as séries que convergem uniforme-
mente apresentam excelentes propriedades. A seguir veremos algumas delas que enunci-

amos a seguir sob a forma de proposi¢oes, porém nao faremos demonstragoes.

o0
Proposicao 1.1 Suponhamos que as funcées u,, sejam continuas e que a Série E U ()

n=1
o0
convirja uniformemente. Entdo, a soma da série u(x) = E un(z) € também uma funcao
n=1
continua.

w2

o
Observacao 1.1 No exemplo 1.8, a soma da série é g n |z = —=, que é uma

6

n=1
fungao continua em [0, 1].

Observagao 1.2 No exemplo 1.9, a soma da série € a fun¢ao u(x), definida como sendo
0para 0 <x<1el para x =1. Logo, uma func¢ao descontinua. Podemos observar que

nesse caso, as fungoes u, (r) sao continuas, mas a convergéncia nao € uniforme.

Proposicao 1.2 Suponhamos que as funcoes u, sejam integrdveis em um intervalo I e
o0

que a série g un () convirja uniformemente. Entdo,

n=1

/1 g“n(@ do = g/lun(x)dx

14



Proposicao 1.3 Suponhamos que as funcgoes u,(x) definidas em um intervalo I sejam

conlinuamente derivdveis e que a Série E ul (x) das derivadas convirja uniformemente.

n=1
)

Suponhamos ainda que, para um dado xo € I, a série Zun(xo) convirja. Entao,

n=1

° (Z un<x>> =3 )

n=1

1.7 Coeficientes de Fourier

Admita que 1.7 é uma identidade e que a série no segundo membro de 1.7 convirja
uniformemente. Da proposi¢ao 1.1, sabe-se que f(z) é continua (pois as fungoes de senos
- . - . . . T,
e cossenos sao continuas) e deve ser periodica de periodo 2L, pois o periodo de cos — é 2L
L
e 2L é periodo também para as demais fungoes de senos e cossenos que aparecem na série.

Dessa forma, usando a proposicao 1.2 podemos integrar ambos os lados da igualdade para

L 1 L N L nmwT L nmwr
f(x)dx = =a / dx + an/ cos —dx + bn/ sen——dx
/—L 2" )., ; -L L -L L

L L
nww nww
/_ cos L v /_ en L v

L L

obter

Como

Temos entao que
L

L a
/_L f(x)dx = 50 dx

—-L

Resolvendo esta equagao, temos:

/_Lf(w)dz = %[x]fL:@[L—(—L)]:@[L+L]:@2L

L
/ flz)dz = aoL
-L

Dai, temos que:
1 (L
ag = —/ f(z)dz (1.8)
L),

Para obter os demais coeficientes, procedemos da seguinte maneira:

nmwx
1. Para obter a,: Multiplicamos (1.7) por cos % e integramos de —L a L, usando as

seguintes relacoes de ortogonalidade:

L ntr — mmnx
° cos ——sen dr=0,sen,m>1;
_L L L

15



COS —— COS dr =

/L nmwx mnx L, se n=m2>1,
[ ]
L L L 0, se n#m,n,m>1;

/L ntr — mnx L, se n=m2>1,
° sen——sen dr =
~L L L 0, se n#m,n,m>1;
Procedendo dessa forma, temos:
L
mmv _ @ mnrx
) cos = CoS dx +
/ flo e
i a /L coS mr cos dx + b, /L cos mﬂxsennﬂxdx
" L L o L L
n=1
Param=n

L
/ f(z )cos dx—Zan/ cos cos?dm

-L
/ f(z cos
= E/—L f(z) cos T2

‘ e integrando de —L a L,

d:c = a,, L

(1.9)

2. Para obter b,: Agora, multiplicando (1.7) por sen "

usando também as relacoes de ortogonalidade, anteriormente citadas, temos

L L
/L f(x)senmzzdﬁ = % /L senmzxdx +
00 L L
+ ; <an /_L senmzx cos n_zxdx + b, /_L senmzx sen?dm)

Param=n

by, = l/L f(x)senmﬂxdx (1.10)

De (1.8), (1.9) e (1.10), obtemos
1 /L
= E/L f(x) cos ?dm,n >0 (1.11)

1 L
= —/ f(x)sen?dx,n >1 (1.12)
-L

16



Introduzimos o % antes do ag em (1.7), porque, dessa forma, teremos uma unica
formula para todos os a,. Agora sim, podemos definicao
Definicao 1.7 Seja f : R — R uma funcao periddica de periodo %L, integrdvel e abso-
lutamente integrdavel em cada intervalo limitado; em particular; / |f(z)]dxr < oo . Os
nidmeros a,, para n > 0 e b,, para n > 1 dados em (1.11) e (ZIQL) sao definidos como
0s coeficientes de Fourier da funcao f. A exigéncia da integrabilidade e integrabilidade

absoluta de f ¢ necessdrio para que as expressoes (1.11) e (1.12) facam sentido.

Exemplo 1.10
0, se =5<x<0,
fz) =
3, se 0<z<hb;

a) Determine os coeficientes de Fourier correspondentes a fungao.

b) Escreva a série e Fourier correspondente.

c)Como deveriamos definir f(x) em v = =5, x =0 e x =5 a fim de que a série de
Fourier convirja para f(x) em =5 <z <57

Solugao:

O grifico de f(x) é o sequinte:

Figura 1.4:

(a) Periodo: 2L =10 e L = 5. Escolhemos o intervalo de ¢ a ¢+ 2L como —5 a 5, de

modo que ¢ = —5. Entao:

17



Sen #0:

c+2L
a, = %/ f(x)cos?da:
1 5
= 5/ f(:v)cos%ﬂdx
-5
1 0 5
= —( (O)coswdx%—/ (3)c0s@dx)
5\, ; 5
= 2 [t
5 ), 5
3 S nra\ ]’
= 5\t )] T
0
Sen =0:
5 5
a, = a0—§/ cosow—xdatzg/ dr =3
5 Jo 5 5 Jo
c+2L
b, = %/ f(x)senn—zxdx
1 5
=z f(x)sen?dx
-5
1 0 5
= —(/ (O)Sen@dxjt/ (3)cos@dx)
5\, 5 ;

3 (1 — cosnm)

nm

b) A série de Fourier correspondente é:

% + ; <an cos ? + b, sen

STx
5

nwx 3 <=3(1—cosnm) nrx

I) - TL; nt 5
3 n 6 T n 1 3rz . 1 n
= 5t |sen +gsen— zsen

c)Como f(x) satisfaz as condigées de Dirichlet, podemos afirmar que a série converge

para f(x) em todos os pontos de continuidade, e para

fz+0)+ f(z—0)

2

nos pontos de

continutdade. Em x =5, 0 e 5, que sao os pontos de descontinuidade, a série converge

340 3
2 92

para

18

como se vé no grdafico. A série convergird para f(x) em —5 < x <5 se



7 6 5 -4 3 2 1 [01 2 3 4 5 6 7

Figura 1.5:
definirmos f(x) como segue:
3
27 se r=—5
0, se —=o<zx<0
3
fla)=9q 3, se z=
3, se 0<x<hH
3
—, se x =
2’
Exemplo 1.11 Seja
0, -3<x<—1,
fla)=4q 1, —l<z<1,

0, 1<x<3;
e suponha que f(x + 6) = f(z), veja a figura a sequir. Encontre os coeficientes da Série

de Fourier de f.

Note que nos pontos de descontinuidade nao foi atribuido valor para f(x), como em
xr=—1eemx=1. Isso nao afeta os valores dos coeficientes de Fourier, jd que eles sao
calculados por uma integral e o valor da integral nao é afetado pelo valor do integrando
em um unico ponto ou em um numero finito de pontos. Portanto, os coeficientes sao
0s mesmos, independentemente dos valores que porventura forem atribuidos a f(x) nos
pontos de descontinuidade.

Como f tem periodo 6, seque que L = 3, neste problema. Em consequéncia, a Série de

Fourier de f tem a forma

flz) = % + ; (an Cos % + bﬁ@l?)

onde os coeficientes a, e b, sao dados pelas equagoes (1.11) e (1.12) com L = 3. Temos

I I 2
ngg/_gf(ﬂf)dm:g/_ldl‘zg

19



Analogamente,

1 /[t nmwT 1 nmx]l 2 nwx
ap = — cos—dr = — |sen—— = —sen—,n=1,2,3...
-1 nm

1 1 1 1
b, = —/ sen-—Ldy = —— [cosm} =0,n=1,23..
. 3 nm 3 1

I 2 nmw  nrw
flz) = 3 + ; L SeN—-C0S——
_ §+ ﬁ [cos(ﬂ'x/?)) N cos(2;rx/3) B 003(421’/3) B 005(5;75/3) N
m

1.8 Teorema de Fourier

Definicao 1.8 Uma funcao f : R — R serd seccionalmente diferencidvel se ela for sec-
cionalmente continua e se a funcao derivada [’ for também seccionalmente continua.
Observe que a derivada [’ nao estd definida em todos os pontos: com certeza f'(x) nao
existe nos pontos T onde f é descontinua; e mais, f'(x) pode nao existir, mesmo em alguns
pontos onde f é continua. As fungoes dos exemplos, (1.4), (1.5) e (1.6) sao seccional-

mente diferencidveis.

A seguinte funcao é continua, mas nao seccionalmente diferenciavel

V1—2a2 se |z] <1

e periodica de periodo 2.

fx) =

Pois, nos pontos onde f’ é descontinua, a descontinuidade é de segunda espécie. Veja

o gréfico:
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Figura 1.6:

Teorema de Fourier: Seja f : R — R uma funcao seccionalmente diferenciavel e de

periodo 2L. Entao a série de Fourier da funcao f dada em

> nmwx
5 (o con "5 s
—1— (a cos + sen i

1
converge em cada ponto x, para 5 [f(z+0) + f(x — 0)], isto &,

%[f(x+0)+f(x_0>] :%"’_;(anmsng + by, senn_zm>

Exemplo 1.12 Calcular a série de Fourier da funcao f definida no exemplo 1.5:

1, se 0<ox<m o
f(z) = e periddica de periodo 2.

0, se —m<x<0

E tracar o grdfico da funcao definida por essa série.
Resolucao:

Cdlculo dos coeficientes:

1 [7 1 ["
aO:—/ f(a:)da::—/ dr =1
TJ) x T Jo

E paran #0
1 [7 1 [7 1 7T
a, = —/ f(x) cosnxdx = —/ cosnxdr = — [senn:c} =0
I - T Jo T n Jo
1 /7 1 |- T 1
b, = —/ sennxdxr = —[ cosnx] = —(1 — cosnm)
T Jo T n o nm
Ou b Oebd 2 k=123
u =0eby 1 =——— k=
2k 2k—1 (2]{:_1)7‘_7 ) Ly Jdy

A série de Fourier serd:

I 2
f(x)~§;2k_1sen(2k:—1)$

Pelo Teorema de Fourier, o grdifico da funcao definida pela série é:
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Exemplo 1.13 Use os resultados do exemplo 1.12 para obter uma expressao em Série

para T.

Resolucao:

™ . . L, - . .
No ponto x = > a série de Fourier é igual a 1, em virtude do Teorema de Fourier.

Logo,
1= L + f: #sen [(2]6‘ - 1)5}
2 =2k 2
ou seja,
T - 1 T
- = 2% — 1 —}
1 ;2k—1sen[(k )5

ou finalmente,

Que é conhecida como a série de Leibniz.

1.9 Séries de Fourier de funcoes pares e impares

Definigao 1.9 Uma funcio f : R — R € par se f(x) = f(—x), para todo x € R. Isso
significa que o grdfico da funcdo f € simétrico em relacdo ao eixo dos y. Assim, podemos

dizer as funcoes x*, 208 — 422 + 5, cosx, €® + e~ T sdo funcoes pares.

Definigao 1.10 Uma funcao f : R — R ¢é impar se f(x) = —f(—x), para todo z € R.

Isso significa que o grdfico da funcao f € simétrico com relagcao a origem. Dessa forma,

3

podemos dizer que as fungoes 3, x° — 3x° + 2x, senx, sio funcoes impares.

Proposicao 1.4 e A soma de duas funcoes pares € uma funcao par. A soma de duas

funcoes impares € uma funcao impar;
e O produto de duas fungoes pares € uma funcgao par;
e O produto de duas fungoes impares € uma funcao par;

e O produto de uma funcao par por uma fungao impar € uma fungao impar.
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1.10 Forma complexa da Série de Fourier

Utilizamos a formula de Euler,

e = cosf + senif
e suas consequéncias,
el 4 i
cosf) = ——
e
ol _ o—ib
senf = -
21

Para escrever

nmwx b nmwx an n by, inms n a, by —inre
a, Ccos — +b,sen— = | — + — | e ——— e
L L 2 21

Logo, o coeficiente C,, de et ¢ dado por

a, by, 1 _ 1 [F nrr . nwx
C, = (? + Z_Z) =3 (an, —ib,) = o7 /_L f(x) (cosT — zsenT> dx

ou seja,

Definimos também,

Qo 1 L
COZEZE/Lf(fE)

Resumindo, mostramos que se, f : R — R periddica de periodo 2L, integrével e

absolutamente integravel, entao a série de Fourier podera ser escrita na forma

e .
mmnx
E Che' L

n=-—oo

onde

1 [F :
Cn = _/ f@)e™ "™/ Pz, para n =0, 41,42, ...
2L ),

23



Capitulo 2

Transformada de Fourier

2.1 Introducao

Neste capitulo abordaremos a teoria da Transformada de Fourier para Funcgoes de
LY. A Série de Fourier s6 pode ser definida para funcoes periddicas, enquanto que a
Transformada de Fourier abrange uma classe funcoes bem mais ampla. A Transformada de
Fourier ¢ utilizada para tratar problemas de vibragao de cordas infinitas e semi-infinitas,
problemas da conducao de calor em barras infinitas e semi-infinitas e o problema de
Dirichlet para a equagao de Laplace em um semiplano, porém nao nos aprofundaremos

muito nestas aplicacoes, faremos apenas uma breve introducao a esta transformada.

2.2 Motivacao

Na resolucao das equagoes diferenciais o que pode nos causar algum problema é a
presenca da derivada da funcao incognita. Consideremos a seguinte equacao diferencial
ordindria:

3y" + 5y + 2y = f(x)

A qual podemos representar assim:

d
3D%*y + 5Dy + 2y = f(x), com D = I
x
Seria extremamente conveniente se pudéssemos resolver essa equagao como se ela fosse
uma equacao algébrica e escrever:

f (=)

) = 35 sp 4o
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f(x) F(¢)

Figura 2.1:

Mas isso nao faz sentido, porém deste raciocinio podemos extrair algo. Nosso esforco
deve ser direcionado a "algebrizar"a equacao diferencial de algum modo.

Podemos imaginar como se a Transformada de Fourier fosse uma caixa, conforme
mostrado no figura, onde a seta no lado esquerdo representa a funcao que entra na caixa e a

seta do lado direito representa a funcao que sai da caixa apos ser operada ou transformada.

Usamos a notagao F'(§) = F [f(z)]. Este sistema tem trés propriedades extremamente

importantes, que passaremos a explicar.

e O sistema é linear, o que quer dizer que ele é aditivo e homogéneo. Aditividade
significa que, se temos duas funcoes de entrada, f(z) e g(z), tanto faz soma-las antes
e, a seguir, passar pela caixa, como passé-las pela caixa e somar as funcoes de saida
F(&) e G(&), depois; o resultado é o mesmo. Na notagdo acima: F [f(z) + g(x)] =
F[f(z)] + F [¢9(x)]. Homogeneidade significa que tanto faz multiplicar a func¢ao de
entrada f(z) por uma constante « e, a seguir, passar pela caixa, como passé-la pela
caixa e depois multiplicar a fungdo de saida F'(§) por a: F[af(x)] = oF [f(z)]. O

esquema ¢ o da figura seguinte:

f(x) F(§)
9() F G(6)
af(x) + Bg(x) ak(§) + G (E)
Figura 2.2:

Nota: Em termos de Algebra Linear, o que se tem é que F é uma transformacao
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ou um operador linear.

e O sistema "destrdi"derivadas, isto é, se f'(x) entra na caixa, ela sai como i£F (),

onde ¢ = v/—1. O esquema é o seguinte:

f(x) i€F(€)

] F

Figura 2.3:

e O sistema ¢ inversivel, isto é, existe uma outra caixa, denominada F~!, que, se

atravessada pela funcdo de saida F(§) da caixa F, fornece f(x), de volta. Assim,

se F'(§) = F [f(x)], temos f(x) = F~ [F(§)].

Figura 2.4:

A idéia, agora, é usar as trés propriedades acima para resolver a equacao diferencial.

Primeiro, fazemos a equacao diferencial passar pela caixa F. Podemos imaginar a
3y" + 5y +2y = f(x) —3€7Y(€) + 5iEY(€) + 2Y(§) = F(¢)
- F -
Figura 2.5:

existéncia de dois universos. Um de cada lado da caixa: o universo-x e o universo-§(. O

nosso problema, no universo-x, ¢ uma equacao diferencial. Mas ele é levado num problema
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algébrico equivalente no universo-§{. Neste universo-§, o problema algébrico é resolvido

trivialmente:

F(§)
—362 4 5if + 2

E finalmente, a idéia ¢ passar Y pela caixa F ! para obter a solu¢ao y(z) do problema

V() =

diferencial. Nosso trabalho sera estudar bem a caixa F. Que tipos de fun¢oes podem ser

entradas na caixa F7 Essa e outras questoes devem ser cuidadosamente tratadas.

2.3 Definicao da Transformada de Fourier

Dada uma funcao f : R — R, gostaremos de definir sua Transformada de Fourier pela

expressao

F —u’ﬁf

=

A expressdo (1) envolve uma integral impropria, que deve ser entendida no seguinte

sentido:

) N
/ e" " f(z)dr = lim e f(x)dx

~ M,N—oo | 5,
Onde M e N tendem independentemente para o infinito. Considerar o limite com M e
N independentes ¢ importante quando se lida com integrais impréprias, pois nao queremos

situacoes como esta:

00 N
/ rdr = lim xdr =0 (2.1)

oo N—o0 _N

E pelo contrério, o que queremos dizer é que, neste caso, a integral impropria em (2.1)
nao existe.

Que tipos de fungoes f devemos considerar para que as integrais no segundo membro
de (2) existam e para que o limite exista?

Vamos inicialmente exibir uma classe de fun¢oes para as quais (1) estd bem definida e
que contém a maior parte das fun¢oes presentes nas aplica¢oes. Afirmar que (1) estd bem
definida siginifica que para cada &, a integral converge para um nimero e, assim, temos

uma fun¢ao F bem definida em R. Uma funcao f : R — R estd nessa classe se:
1. f & seccionalmente continua em cada intervalo [—M, NJ, e

2. [ |f(@)]de < o0
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Observe que (1) implica que a fungdo e~ f(x) ¢ limitada e integravel em [—M, N]. A
condigao (2) implica que o limite (2) exista: de fato, podemos observar que, dado ¢ > 0,

existe K > 0 tal que

/ (@) dr < e
|lz|>K

e F () dx z)| dx
\/|K Fa)d s/M\f( )|

Podemos ainda definir uma classe mais geral de fun¢ées f para as quais (1) esta bem

E que

definida: O conjunto das fungoes f : R — R tais que as integrais improprias de f e |f]|

existem é chamado de espago £!(R). Cada funcao do espago ¢ uma funcao £'. Isso requer

que f e |f| sejam integréveis em cada intervalo [—M, N] e que os limites abaixo existam:
N

N
lim f(z)dz e lim |f(z)] dx

M,N—oo | M,N—oo |,

Observe que se f for seccionalmente continua em cada intervalo [— M, N] e se o segundo
limite em (3) existir, a fun¢ao sera L.

Nota: E conveniente trabalhar com £!, pois a Transformada de Fourier resulta em algo
com melhores propriedades. Entretanto, chamamos atengao para o fato de que existem

fungoes que nao sao L, para as quais a expressao (1) converge, mas niao absolutamente,
senx

por exemplo, f(z) =

Definicao 2.1 Se f : R — C for uma funcio L', sua Transformada de Fourier

F : R — C se definird pela expressao:

FIAE) = F(¢ ™" f(2)

=l

2.4 Transformada Inversa de Fourier

A inversao da transformada de Fourier, obedece uma formula semelhante a da trans-

formada direta. Recuperamos a f(z) através da transformada inversa de Fourier.

Definigao 2.2 Definimos a transfromada de Fourier inversa, F~1[F(§)] = f(x) por,

PR == [ e s
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2.5 Propriedades da Transformada de Fourier
Enunciaremos as propriedades da transformada de Fourier na forma de proposicoes.

Proposicao 2.1 (Linearidade). Se f,g : R — C sao fungoes absolutamente integrdveis

ea,beR, entao:
Flaf(z) +bg(z) = aF (f(z)) + bF(9(x)).

Prova: Segue direto da definicao e da propriedade de linearidade da integral.

Proposicao 2.2 (Transformadas de Fourier de Derivadas). Se f : R — C é uma func¢ao
diferencidgvel absolutamente integrdvel tal que f' também ¢é uma funcao absolutamente
integrdavel, entao

F (&) = isF(f)(&)

Se f: R — C uma funcao duas vezes diferencidvel absolutamente integravel tal que

(f") e (f") também sao fungoes absolutamente integrdveis, entao

F(f)(&) = iF(f)(&) = =€ F(f)(8)

Em geral, se f : R — C € uma funcao k vezes diferencidvel absolutamente integrdvel
tal que as suas deriwadas até a ordem k também sao funcgoes absolutamente integrdveis,

entao
F(I™)(©) = (&) F(£)(©)
Prova: Integrando por partes, temos que
! _ L - ! —i€x
FONE) = o= [ F@e

1

=——{mm%x -i6) [ fa 1%4

= z{/ f(x _ngdx
i&F (x

porque, como f' é absolutamente integrdvel, necessariamente lim |f'(z)] =0, logo lim ’f'(x)e
T—Fo00 T—Fo0

0.
As formulas para as transformadas de Fourier de derivadas de ordem superior sequem

da aplicacao iterada desta formula.
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Proposicao 2.3 (Derivadas de Transformadas de Fourier). Se f : R — C é uma fungdo
absolutamente integrdvel tal que xf(x) também € uma funcdo absolutamente integrdvel,

entao
Flaf(@)(§) =1iF(f)' (&)
Se f : R — C uma fungio absolutamente integrdvel tal que x2f(x) também é uma

funcao absolutamente integravel, entao

F(zf(2))(€) = =F(f)" ()

Em geral, se f : R — C ¢ uma funcao absolutamente integrdavel tal que z* f(x) também

€ uma funcao absolutamente integrdvel, entdo

F(@*f(2))(€) =i*F ()P (&)

Prova: Passando a derivada para dentro do sinal de integracao, temos

d 1 d > —i€x _ 1 > i T 6—2’ x T
FFUDO = o=t [ et = o= [ Lli@e]a
1 > . —i€x _ . 1 > —i€x
= E/_Oo(—zx)f(x)e Sy = (—Z)m/_ooxf(x)e S

= —iF(@f(2))(E)

Multiplicando ambos os lados por —i obtemos a primeira formula. As outras formulas

sequem da aplicacao iterada da primeira.

Proposicao 2.4 (Transformada de Fourier de uma Transla¢ao). Se f: R — C é uma

funcao absolutamente integravel, entao

F(f(z —a))(€) = e " F(f(2))(€)
Reciprocamente,
F(e f(2))(§) = F(f(2))(& — a)

Prova: Mudando varidveis, temos
— = L - _ —ifx — L = —i&(z+a)
F(f(x—a))(E) m/_w flt—a)e " "dz m/_m ft)e da
= e_ifa/ f(t)e % de = e F(f(x))

A sequnda formula € obtida diretamente:

FEra)© = o= [ o= —= [ e
— FI@)E-a)
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Proposicao 2.5 (Transformada de Fourier de uma Dilatag¢io). Se f : R — C € uma

funcgao absolutamente integrdvel e a # 0, entdo

Em particular,
F(f(=2))(&) = F(f)(=¢)

Prova: Mudando varidveis, se a > 0 temos que:

Fifla)©) = = [ flane @i =—= [ foeita

- i [t = Sru) ()

Se a <0, temos

]:(f(ax))(f) = \/%/Oo f(a;p)e—iﬁa:dx _ \/%/OO f(t)e—iﬁmgdx

= S [ et = v (2)

Observacao 2.1 A convolugao de duas funcgoes absolutamente integrdveis f,qg € defi-

(f*9)( / f(o - t)g

Podemos assequrar que ela estd bem definida (isto €, a integral imprépria que a define

nida como sendo a funcao

converge para todo x), se as funcoes f e g, além de serem absolutamente integrdveis, sio

também quadrado-integrdveis, isto €, seus quadrados também sao absolutamente integrd-

[ irra [ lar i <o

De fato, utilizando a desiguadade de Schwraz,

ves:

2 b2
o< L4
jabl < 5+ 5

vdlida para todos a,b € R, seque que,

'/Zf(x—t)g(t)dt‘ < /Z!f(x—t)g(t)mtg %/Z]f(x—t)|2dt+%/(: g(8) |2 dt < oo

Denotamos o espago das funcoes quadrado-integrdveis na reta por L*(R). Além disso,

a convolucao de funcgoes absolutamente integrdaveis, quando estd definida, ¢ também uma
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funcao absolutamente integravel, de modo que a sua transformada de Fourier estd definida:

[ il < [ "ol = [ g0l [ - o) a

= [Ctaor ([ is@nas)ar= ([ i) ([ o)

< 0o0.

A transformada de Fourier comporta-se extremamente bem em relacao a convolucoes:

ela transforma convolugao de funcoes essencialmente em produto de funcgoes:

Proposicao 2.6 (Transformada de Fourier de uma Convolugio). Se f,g : R — C fun-

coes absolutamente integraveis, entao
F(f*g) = v2rF(f)F(g).

Prova: Mudando a ordem de integracao e usando a Proposi¢cao 2.4, temos

Fea© = o= [ wesan = [T [ e - sateias] e

- [l [ ttemaersaa o= [ riel s
= A0 [ gls)e Eds = FNOVERF9)©)

—00
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Capitulo 3

Conducao de calor

3.1 Introducao

Neste capitulo faremos estudo sobre a conducao de calor, para resolvé-lo podemos usar
a Matematica que aprendemos no curso de Calculo Diferencial e Integral, mas somente
isso nao sera suficiente, é necessario algo mais e o método que utilizaremos para solucionar

tal problema serao as Séries de Fourier.

3.2 Fluxo de calor em um fio

Considere um fio metalico, cilindrico, com area de secdo reta transversal constante
igual a 0. Suponha-se que o fio coincida com o eixo dos x de um sistema de coordenadas

cartesianas ortogonais t0x, como mostra a figura a seguir.

tﬂ

Figura 3.1:

Seja p a densidade do material, constante, sendo o fio suficientemente fino. A quan-
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tidade de calor necessaria para elevar de um grau a tempertura de uma unidade de
massa do material do fio denomina-se calor especifico ¢ do material. Suponha-se o fio
completamente isolado do meio ambiente, de modo a nao haver trocas de calor com o
exterior. Admita-se um fluxo de calor no fio; deseja-se estudar a variacao da tempera-
tura ao longo do fio. Seja z um ponto do fio e represente-se por u (z,t) a temperatura
de sua secao no ponto x, no instante t. Calcule-se a quantidade de calor em um seg-
mento [z, z + Az| do fio. Faga-se uma decomposicao desse segmento através dos pontos
T =120 < 1] < Ty < ... < Tpq <xp, =2+ Azx. A quantidade de calor no segmento

[z;_1, x;] dessa composigao é aproximadamente, no instante t,
opc(x; — xiq)u (&, t)

sendo & um ponto do intervalo (z;_; — z;). Esté se supondo que a temperatura u (x,t)
seja duas vezes continuamente derivavel em relacao a x e uma vez continuamente derivavel

em relagdo a t. A quantidade de calor no segmento [z, x + Az| serd aproximadamente,

n

Z ope(v; —xi1)u(§,t)

i=1
no instante t. Logo, obter-se-4 uma melhor aproximacao quando se fizer a amplitude
méaxima dos intervalos (z; 1 — x;) tender para zero. Representando-se por Q(t) a quan-
tidade de calor no instante ¢, no segmento [x,x 4+ Az, o limite do somatorio, quando

méax.(z; — x;_1) , tende a zero, existe, devido as hipoteses sobre u (x,t), obtendo-se

T+Ax
Q1) = / opeu (€.1) dé

A lei de Fourier sobre transferéncia de calor diz que a variacdo do fluxo de calor
através da secio reta do fio é proporcional ao gradiente da temperatura u (z,t) no ponto x
considerado. O gradiente, neste caso unidimensional, é % O calor flui das temperaturas
altas para as baixas e o gradiente tem a direcao apontando para o intervalo dos valores
maiores da funcao. Portanto, pela lei de Fourier, pode-se concluir que o calor flui através

da secao reta em x, na proporc¢ao de

ou
—k'O'a—x (QT, t)

sendo k uma constante propria do material, denominada condutividade térmica. Analo-
gamente, a proporcao em que o calor flui no ponto z + Ax é

ou
—ko— (z+ A
kaax (x 4+ Az, t)
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A quantidade de calor no segmento [z, x + Az] é a diferenca entre o que flui em x+ Ax
e o que flui em z, devendo ser igual a variacao da quantidade de calor no segmento inteiro

[z, z + Azx]. Formalmente, tem-se

0Q ou ou
isto é, N
rhaw ou ou ou
/x poco (&,t)dE = ko {% (x 4+ Az, t) — E (x,t)} :

Dividindo-se ambos os membros por Az, tomando-se o limite quando Ax tende a zero,

observando-se que o integrando é uma funcao continua de &, obtém-se,

ou(z,t) . 0%u(x,t)
o T

poc

k
em cada ponto x do fio. Fazendo-se a?> = —, obtém-se
pc

ou 0%

para todo ponto z do fio.
Suponha-se que exista uma fonte externa de calor com uma intensidade de f (z,t)
calorias por unidade do fio, por unidade de tempo no instante ¢. Admitindo-se essa

fungao continua, a quantidade de calor fornecida ao segmento [z, z + Ax], por unidade de

z+Ax
| rende

Portanto, a equagao final, seguindo-se o mesmo método, seria

tempo, seria

ou 0%
— =a"— + F'(x,t 3.2
= P F (o) (32)
. 1
para todo x do fio, no instante ¢, sendo F' = —f.
pco

Outra hipotese razoavel é admitir que haja perda de calor proporcional a temperatura

u (x,t) em cada ponto x no instante t. Com essa hipotese, a equagao se transforma em
— =a"= — ku, (3.3)

denominada equagdo de radiacao (k constante).

A equagao mais geral contendo as equagdes (3.2) e (3.3) seria

ou 0%
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em todo ponto x do fio, no instante t.

Passaremos ao estudo da equagao diferencial parcial (3.1). Podemos distinguir os casos
em que o fio possui comprimento finito [0, L] e o caso em que se supoe o0 seu comprimento
infinito. Teremos dois problemas matematicos distintos, sendo o caso do fio infinito ade-
quado para a introducao da integral de Fourier. Temos assim, dois problemas de Cauchy.

Problema 1: Encontrar a funcao real u(x,t), 0 < x < L, L > 0, t > Oduas vezes
continuamente derivavel em relacao a x e uma vez continuamente derivavel em relacao a

t, satisfazendo as seguintes condicoes:

ou 0%

—_— = q  —

ot 0z?’
emO0<zx<LO<t<T

u(z,0) = ug(x), em 0 < x < L;

u(0,t) = u(L,t) =0, para todo 0 <t < T.

A funcao ug, supoe-se continua, limitada em 0 < x < L e sendo 7" um ntmero real positivo.

Problema 2: Conhecida a fun¢do ug(x) para —oo < x < oo, encontrar u(z,t) em
—00 < x < 400, 0 <t < oo duas vezes continuamente derivavel em relacao a z, uma vez

derivavel em relacao a t, satisfazendo as seguintes condigoes:

ou 0%

ot~ " ox
u(z,0) = up(x), em —oo < & < 400.

em —oco<zxr<+oo0<t<T]

A funcao ug, é suposta continua e limitada em —oo < x < +0o0.

O problema 1 corresponde ao estudo da propagacao de calor em um fio de compirmento
L, supondo-se que os extremos do fio estejam a 0°. A condi¢ao u(0,t) = u(L,t) = 0, para
todo 0 < t < T denomina-se condicao de contorno, tratando-se assim de um problema
misto, pois se exige a condi¢ao inicial mais a condicao de contorno. O problema 2 é de
valor inicial apenas, sem condi¢ao de contorno.

O objetivo deste trabalho é a introducao da Série de Fourier atravé s do problema
2. Todavia, mencionaremos como resolver o prblema 1, apenas para motivar o estudo do
segundo problema.

Usaremos o método de separacao de variaveis. Buscaremos a solu¢ao u(z,t) = X (x)0(t).
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Substituindo na equagao (2.4), obtém-se

X(2)0'(t) = a®> X" (2)0(t),

para todo x e t.

Resulta que
! X'(x) _ 0'(1)
X(z)  a?0(t)

sendo A > 0 um numero real, para todo x e t. Dai, obtém-se

=—\?

0'(t) + A\2a*0(t) = 0

isto €, a solucao em t é dada por

Para se obter a solucao em z, tem-se
X"(x) + X (z) =0

co1m

A solucgao geral da equacao linear de segunda ordem é dada por
X(x) = Acosz + BsenX

sendo A e B constantes a serem determinadas pela condigdo nos extremos X (0) = X (L) =

0. Encontra-se:

nm

A=0e N, =—,n=0,1,2...
e 77
Obtém-se uma sucessao de fungoes
Up(z,t) = Bne_v“?tsenn%:r, n=0,1,2..

cada uma solug¢do da equagao (3.4) em 0 < x < L, 0 < t < T, satisfazendo as condi¢oes de
contornoem 0 < ¢ < T. Como se trata de uma equacao linear, qualquer combinacao linear
finita das funcoes wu,(z,t) ainda é uma solugao. O problema esté resolvido mostrando que

os limites das somas finitas
n
22,2 ni
E Bye N Vlsen—azx
L
v=0
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quando n tende para o infinito sao solucao do problema 1. Para que isso aconteca, a funcao
up(z) deve possuir uma extensao ao intervalo (—L, +L), dotada de uma representacio em
série de Fourier ai convergente. Assim, acontecendo, coeficientes B,, sdo calculados através
da condicao (3.5), obtendo-se

1 L
B, = —/ uo(a:)sen@xdx (3.5)
) L

Conclui-se assim que a solu¢do u(z,t) seria representada por uma série de Fourier

cujos coeficientes sao calculados através de (3.5).
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Consideracoes finais

As Séries e Transformadas de Fourier de uma fungao sdo instrumentos extremamente
importantes para a solucao de problemas de conducao de calor. Suas propriedades facili-
tam a resolucao de problemas e utilizando-se estes métodos pode-se solucionar um ntimero
significativo de problemas de conducao do calor, problemas estes que se resolvidos por

métodos usuais teriam limitacoes em sua resolucao.
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